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SOBRE LA DENSIDAD DE EN'ERGiA DEL CAMPO
ELECTROMAGNETICO

Si consideramos un sistema cerrado constituido por un campo electromagnético y
un conjunto de particulas inmerso en el mismo, se mantiene constante en el tiempo
la energia total del sistema, suma de la energia de las particulas y la energia del
propio campo. ¢CoOmo podemos calcular la energia del campo electromagnético en
dicho sistema cerrado?. Veamos que, partiendo de las ecuaciones de Maxwell, es
posible la determinacién sencilla de dicha energia por unidad de volumen, es decir,
la densidad de energia del campo.

1. Energia de una particula en movimiento cualquiera. Su variacion en el
tiempo:

Consideremos la lagrangiana y la energia total de una particula en movimiento:

Variaciéon temporal de la energia:
@_i m.c’ my av
dt dt [VJZ s dt

) )

Variacion temporal del momento lineal:

Por tanto, al comparar:



SOBRE LA DENSIDAD DE ENERGIA DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO. CARLOS S. CHINEA

aQ_d
dt dt

La variacion temporal de la energia de una particula es igual al producto interior de
su velocidad por la variacion temporal de su momento lineal.

Esta relacion se verifica obviamente en la mecanica clasica no relativista:

—=— ==2my.—=vm—=v.—
dt  dt\2

dQ_d(l vzj_l _dv . dv __dp
dt dt

2. Particula inmersa en un campo electromagnético. La fuerza de Lorentz:

Para una particula de carga g inmersa en un campo electromagnético de potencial

vectorial 4 y de potencial escalar ¢, la expresion de la lagrangiana es:

2
L=-mc’ l—(%) +%.21.\7 -q.¢

y si usamos las ecuaciones de Lagrange para campos conservativos, podemos
obtener de inmediato las ecuaciones del movimiento. Actuando vectorialmente por
simplicidad, escribimos:

doL_oL_
dt ov or
y las derivadas parciales son:
OL mv__ .4 F Ky
c c
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—VL=9V(45)-qVe
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podemos simplificar la segunda expresidon usando la formula vectorial para el
gradiente de un producto interior:

V(A7) = (AV)5 + G9).A+ AN T A5)+5 A (VA 4)= G9)A+5 AV A 4)

pues los sumandos y tercero de la expresion se anulan por contener derivadas de la
velocidad respecto de las coordenadas.

Por otra parte:

dr e ot dt cof ¢

doL_dp g dd_dp a|oA (G5)z|_dP 494 4(5);
dtov dt c¢ dt dt ©c
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y se tiene, en definitiva:

d oL dp+q8A q(V)A
dtav dt cot ¢

8r C((VV)A+VA(VAA)) q§¢

d oL _dp qo4 ¢ =94 _
Tl =@ 90 9(59)7 =L (5.9).4+7 AV 1 4)-qT
L 455 a+5A[Fnd)-gop @ T € ‘

6r c
o bien:
dp qod q. dp _ qo4

+=——+==VAVAA|-¢gV —= % +—V/\ VAA
i a c ( ) qv e i o —qve ( )
:q(_la_A—ﬁng—i—g\?/\(V/\,Zl)—qE-i-gﬁ/\[:I

c ot c c
7=® B la
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(Fuerza de Lorentz)

3. Variacion temporal de la energia de una particula inmersa en un campo
electromagnético:

dQ = der—(qE+q* jdr:—:(q.ﬁ+g\7/\1:lj.\7=q.\7.g’

(—V/\Hj 0
pues ¢ , por tratarse del producto interior de dos vectores
perpendiculares.

Si se trata de un conjunto de particulas, la energia total es la suma de las energias
de todas las particulas

dQ

t
y la variacion total de energia en un determinado volumen V:
d .-
Q= QdV j— dV—J.].E.dV
dt %
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4. El vector de Poynting:

Se define como la expresién:
— C — —
VYV=—FEAH

4

y, como veremos a continuacion, esta relacionado con la energia total del sistema

campo-particulas y del flujo de dicha energia a través de la superficie de un
volumen finito.

5. Relacion entre la variacion de la energia de un conjunto de particulas y
el vector de Poynting:

Podemos obtener una relacion sencilla entre la variacidon temporal de energia de las
particulas en un campo electromagnético y el vector de Poynting, sin mas que
combinar algebricamente el par de ecuaciones rotacionales de Maxwell:

aF- 19
c ot
c Ot c

multiplicando por H la primera y por E la segunda, y sumando a continuacién, se
tiene:

. 1~6H
HVAE= —— I
lcaE8t4 :_[Haa_H E%_E}:—A‘—EJE [ﬁﬁAE—E@AFI]
EVafi= LB Mpp Lo A
c Ot ¢
o bien:
1 0 ~ 5 Ar - = =(z 5
E*+H?)=——E-VIEAH
2081( ) c / ( )

que podemos expresar por:

—5 ~ 5 =2 r72
62£E8;HJ _ —j.E—V(iE/\HJ - Q(ﬂ}jﬂ -V
t T

integrando en un volumen V:
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Por el teorema de la divergencia de Gauss se tiene:

0 (E2+I—72

all e j.dV +. 1 JEAV = f‘?.dS

Si el volumen es infinito se anula la integral de superficie del vector de Poynting,
pues el campo es nulo en la superficie del volumen. Quedaria, entonces:

2 72
(A, dg
A dt

en definitiva:
=2 rr2
LAY T A
dt|s 87

Esto es, la variacidon en el tiempo de la energia total del sistema campo-particulas
es nula. La energia total es la suma de la energia de las particulas con la energia
del campo, de lo cual deducimos que

2 72
J-(Egi}dV
T

v

es la energia del campo electromagnético, y la densidad de energia por unidad de
tiempo vendra dada por

E*+H?
87
Si el volumen no es infinito, la integral del vector de Poynting no se anula, por lo

que puede interpretarse como una medida del flujo de energia total a través de la
superficie que envuelve al volumen finito.

o ¢ E*+H?
87

= j.dV + j JEAV = §\¥f.ds
at 4 V S
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