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REPRESENTACION COMPLEJA DE LAS
ECUACIONES DE MAXWELL. FASORES
COMPLEJIOS

1. Introduccion. Representacion fasorial:
1.1. La expresion fasorial:

Una magnitud ondulatoria A que podamos hacer que dependa cosinusoidalmente
del tiempo, con frecuencia @ y angulo de fase ¢, es de la forma

A= Ao.cos(zvt + goo)
Esta expresion puede expresarse de forma que podamos separar la parte temporal,

esto es, la parte dependiente del tiempo t, de la parte fasorial, o sea, de la parte
que depende del angulo de fase ¢, .

Para ello podemos usar la notacién compleja. Asi, podemos considerar que la
anterior expresion es la parte real de la expresion compleja dada por

Ao.cos(wf + @, )+ i.Aosen(zm‘ + @, )

donde es i la unidad imaginaria de los nimeros complejos (i°=-1).

En definitiva, es
A=Re[A4,.cos(@t + @, )+i.A,sen(at + ¢, )| = RelAO .ei‘(w”‘”")J = RelAO.ei‘/"’ e J = Re[a.e””]

Donde a:Aoei‘”° es la parte fasorial y ¢'”es la parte que depende del tiempo.

Llamaremos a a = Aoei"’“ fasor complejo de la magnitud A.

En definitiva, las magnitudes de naturaleza ondulatoria en el tiempo, con frecuencia
@ Yy angulo de fase ¢,, siempre expresables mediante un coseno, ya sean

vectores o escalares, pueden expresarse también fasorialmente como la parte real
del producto de un fasor complejo por la exponencial de it :

- Si es una magnitud escalar: g = Re[ﬂ.e””], A fasor complejo escalar.

- Si es una magnitud vectorial: M = Re[ﬁ.e””], 4 fasor complejo vectorial.
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1.2. Expresién en funcién de las componentes reales e imaginarias del fasor
complejo:

a) El caso de magnitud escalar:

Si consideramos la magnitud escalar q:Re[/l.e””’], el correspondiente fasor
complejo puede expresarse en forma bindmica mediante su parte real su parte
imaginaria A =q,.e” =1, +i./,.

Por tanto:
1e'™ =(A, +id)cos@ +isenat)= (A, .cosat — A.senat)+i(A cosat + A, senat)
quedando:
g =Re|le™ |=Re[(4, +i4, )(cos@ +isenar)|= A,.cosmt — A,senat

asi pues, la expresion de la magnitud ondulatoria escalar g en funciéon de las
componentes real e imaginaria del fasor complejo, es:

q=A,.cosmt — Asenmt

b) Extensidn al caso vectorial:

M= Re[ﬁ.eim]
(4 fasor vectorial complejo)

b.1) Expresidén en funcién de las componentes real e imaginaria de cada una de las
componentes del fasor vectorial complejo:

Sea la magnitud vectorial M = (MX,M);,MZ)= Re[ﬁ.e””’]= Re[(,ux,yy,,uz )e’m]
se tiene por tanto que
(Mx,My,MZ): Re[(yx,yy,yz )e”” ] = (Re[yx .eim],Re[,Lty .eim],Re[yz .e””])

Si consideramos las partes reales e imaginarias de los fasores complejos de las
componentes de la magnitud vectorial, tendremos

W=, ig, = Re[,ux .e””’]= U, .COSTt — .41 senat
M, =, i, = Re[,uy .e“”’]: M, .COSTI — 1 Senat
W=, i, = Re[,uz .e’”’]= L., .COSTE —.[1_senwt

En definitiva:
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(MX,M}, ,M . ) = (,ux, .COS@t — .1, Sendt, [, .COS@L — .1, SeNTt, [I . .COSTL —.[L_ Sen zm‘)

b.2) Expresion en funcion de las componentes real e imaginaria del fasor vectorial
complejo:

El fasor complejo x puede expresarse por sus componentes vectoriales real e
imaginaria: g = u, +iu,
Y resulta:

M= Re[/,?.e"‘” ] =Re|(i, +ifi, )(cos@ +isenat )| = fi,.cos mt — jLsenat

2. La representacion compleja de las ecuaciones de Maxwell:

Usando el método de representaciéon fasorial para magnitudes escalares vy
vectoriales podemos representar fasorialmente las magnitudes escalares vy
vectoriales que figuran en las ecuaciones de Maxwell del campo electromagnético, y
obtener por tanto la expresion fasorial compleja de las ecuaciones:

Ecuaciones de Maxwell:

V.E = 4o
VH= 0
VAE- _L1od
cﬁt
Oaf. LOF . 4_”j
c Ot c

Expresiones fasoriales de los escalares y vectores que aparecen en las ecuaciones:

Campo eléctrico: E= Re[ée"”]: £ .cosmt — & .senwt

Campo magnético: H =Relh.e™ |=h, .cosat —h, senat
Densidad de carga: D= Re[P,e””’]: P..cosat — P.senot
Densidad de corriente: j —RelJe™ |= J . .cosat — j,..senwt
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Veamos en definitiva como quedan las ecuaciones al introducir los fasores

complejos:

a) La primera ecuacion:

PEtep (E-rie] prdren]

A

g, .cosmt — &, .senat
P .coswt — P..senat

E
Yo,

V.E=V(§ cosat—& senat)=V.E, cosmt—V.E senat=4r(P. .cosat — P.senat) =

= V.& .cosat — V. senat = 47P..cosat — 47P.sen ot

simt=0 = VE
. _71— _>—>
szzm‘-é: V.e

En definitiva:

4r. _
"= V(E, +i, )= 4nP. +i4nP. =4z (P, +iP))
T

Nav Il

<!
My
[l
N
S
~

b) La segunda ecuacion:
VA=0 (A=Refre”)
H= fzr.coswt - fzi.senzm‘

V.H= sz,,.coswt - ﬁfzi.senzvt =0

=

siot=0 =
. _
S1 @t A:

Por consiguiente:

b= 9 +ih)=0

< <
I
Il
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c) La tercera ecuacion:

aE=-L I (5onron] v
E= E.COST — &,.5en@
H = fz .COS @t — h senat

VAE=VA(E .cosat—& senat)=V A&, .cosmt—V A& senat
—lﬁ = ———Re[h ]= —lRe[g(E.eiw’ )} = —lRe[E.i.w.eiw’]=
c

= —Z.Re[(ﬁr +ih, )i.w.(cosm +i.sen ZDT)]:

= —%Re[i.w.((ﬁr .COS @t — .l;i .sen zat)+ i.(ﬁr .senwmt + .l;l. .COos wt))] =

= lRe[— w.(ﬁr senwt + };1. .COS zvt)— i.w.(ﬁr .cos@t — El. .sen w)] =
c

w’ — —
= —(h, senat + hi.cosw)

c
Por tanto:
V AE,.cosmt —V A&, .senmt —(h senat + h cosw)
c
- . o -
siot=0 = VAg =—h - _ -
cw . :>V/\§r+iV/\j=V/\(§r+i§l.)=
szm—%: -VAg=—h =>VAg=—h
c c
g oy .@( 7 .7
T =i Zh =i Z ek —id)=—-iZh, + i)
c c c c
Por lo tanto es:
— . T -
VAgE=—i.—h
c
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d) La cuarta ecuacion:

VAH= i a;: + 407[ J (E = Re[E.e””’], H = Re[ﬁ.eiml j= Re[j.e’m])
E= £.COST — &,.5en@
H = ﬁ .cosart — h senawt
0s
Se tiene:

VAH=V A (fzr.coswt—fzi.senwt): VA fz,,.coswt -V A fzi.senzw

4—ﬁﬁ 4—”j coszat—4—J Ssenat
c c c
L OE 1

IS I U SUN ) B . B
& ZR{E(&e )} =~ Re[e.l.w.e ]— . Re[(er + 1.8 ).z.w.(coszat +i.sen zw)] =

= —2[5 senwt + E..coszm‘]
r !

c
O sea
ﬁAﬁr.cosm—ﬁAﬁsenm‘: [5 senwt + & coszvt]+—J cosat ——J,.senwt
c c c
= - @ . 4r -
siot=0 = VAh =——c& +—J,
c c
= o . 4r -5 o 7 w@. 4r -
Szwt=”2:> —VAh=——& —J =>VAh=—¢ +—.J,
c c c c

Finalmente obtenemos:
O A+l )= -Z 5+ YT (zg +4_Jj
c c c c

= i.z(Er +i§i)+4_ﬂ(jr + ijf)
c c
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Se tiene en definitiva, para las ecuaciones de Maxwell en forma fasorial compleja:

VAE= —i.gﬁ
c

- w._. 4r -
ANh=i—e+—J
c c

<!

(siendo P, j, E,E los fasores complejos respectivos de la densidad de carga,
densidad de corriente, campo eléctrico y campo magnético).
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