Las Fuerzas Conservativas y el Trabajo Carmen Sanchez Diez

De las Fuerzas Conservativas

y el trabajo.
Aplicando la Mecanica Newtoniana

Son las fuerzas que dependen de un potencial, esto es, que realizan el
mismo trabajo entre dos puntos sin que importe la trayectoria seguida. La
energia desarrollada entre dos instantes de tiempo se mantiene invariante.

1. Trabajo realizado por una fuerza:

1.1. Definicidn de trabajo:

Se define el trabajo realizado por una fuerza F sobre una particula como el producto
interior de la fuerza por el desplazamiento A7 de la particula.

W =F.AF

W= ‘ﬁ‘.|A7|.COS@

- Si el desplazamiento es perpendicular a la direccién de la fuerza F', el trabajo
es nulo.

si 0= z —> W= ‘IE’HAFLCOS(Z) =0
2 2

- El desplazamiento de la particula es en general curvilineo a lo largo de una
curva R.
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Si usamos un parametro u para describir la
A trayectoria, variando entre dos valores uA y
B uB, se tendria en realidad que la trayectoria
[ es una funcién de la forma

R ;

\ | Rl ] (600 00,5, 00) < R
%\\ || Es decir, para cada valor u del parametro
\\ ." hay un punto (xl,xz,x3) de la trayectoria. Si
ot consideramos n valores del parametro, la

variacion media sera
Au, =284
" n

Si llamamos, para j=0,1,...,n, v, =u, + j.Au, , de lo cual v, =V, + j.Au,

Y el trabajo, a lo largo de la trayectoria se obtiene como la suma del trabajo en
cada punto:

F(A)AF = FG, )F0 ) -Fv,)
es, decir, el trabajo en cada uno de los puntos vq, Vi, ..., Va:
FFEE)F0)=F0)) FEO)FE)=FO)) s FEO, ) FE,)=F0,,))

y el trabajo total serd, en los n puntos del intervalo paramétrico:
Wy =Y FG, )Fe)-7(v,)
Jj=1

Si suponemos continua la trayectoria, es decir, con infinitos puntos en el intervalo
de variacién del parametro, se obtiene el trabajo pasando al limite:

W, = lim iﬁ(?(v OFo )=, )
n—ow’"

y queda la expresion integral:

W, = j F(F).dF
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1.2. Cambio de parametro:

Si cambiamos la parametrizacion pasando al parametro u:

R: wefu,,uy]—> (x,(u),x,@),x,(u) e R’

(Vj—] + Aun) - ’_;(Vj—l )AL{

W, = lim ZF((,I)%MAW fin SR,

Au,
n—»o’ n—o’

Por tanto queda, en expresion integral:

dr (u) dr (u)

W,=|F (r)—du—jF(()) jF(())

R

Lo que nos indica que al invertir el sentido de la trayectoria, el trabajo realizado
cambia de signo.

1.2. Parametro temporal:

Si usamos como parametro el tiempo, es decir, si la trayectoria R se define en funcién
de los valores en un intervalo temporal:

R: telt,,t;] = (x,(£),x,(0),x, (1)) e R’
Y se tiene:

dr (t)

W, jF( ®)). dt fﬁ(?(t)).ﬁ(t).dt:f p(t).dt

Donde es p(f) = F(7(¢))¥(t), expresién que se denomina potencia.

1.3. Parametrizacion natural:

Para la parametrizacidén natural s, se expresa la trayectoria R de la forma:

R: s efs,.s5,]- (x,(5),x,(5),x;(s)) € R’
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Y es, en este caso:

dr(s)
ds

W, = TF(F(S)). ds =T F(#(s)U(s).ds = TFT (F(s)).ds

Sy

Donde es FT(s)=]7“(;7(s)).UT la componente de la fuerza tangencial a la trayectoria

(U, es el vector unitario tangencial).

1.4. Ejemplo de célculo del trabajo entre dos puntos:

Ejemplo 1: Calculo del trabajo Wy realizado entre los dos puntos extremos (0,0,0) y
(1,1,1) de la diagonal de un cubo de arista unidad por una fuerza de expresion:

F(7)=c(x,6, +x,.6, + x,.6,) (c constante)

a lo largo de dos trayectorias distintas.

(1.1.1) (11.1)
[n.[l: (n.uL]

3

& g

o | b |
Trayectoria por Trayectoria por
la diagonal las aristas

- Primer caso: la trayectoria es la diagonal que une los puntos (0,0,0) y (1,1,1):
Expresion del radio vector:

Podemos tomar el parametro en el intervalo [0,1]:
uefu,,uy ] (x,(w),x, @), x, () e R’

d7 (u)

con lo cual: 7(u) = x,.e, +x,.e, + x,.6; =u.e, +u.e, +u.e, —> =e +e,+e
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Expresion de la fuerza:
F(F(u)) = c(x, &, +x,2, +x,.8,) = cF(u)

Trabajo:

w=[F <r>—du—jF(()) —I 0 gy

1
_ - . 3
= Ic(u.el +ue, +ue,).(e +e, +e;)du= J.c.3u.du =c=u’
0 0

1
=—c
0

- Segundo caso: la trayectoria sigue tres de las aristas del cubo:

En este caso hemos de calcular el trabajo en los tres tramos y luego sumar los
resultados: primero, a lo largo del eje x, desde (0,0,0) a (1,0,0), en segundo lugar
por la arista paralela el eje y desde el punto (1,0,0) al punto (1,1,0), y finalmente
por la arista paralela al eje z desde el punto (1,1,0) al punto (1,1,1). Veamos:

a) Desde (0,0,0) a (1,0,0):

Expresion del radio vector:

Tomamos también el parametro en el intervalo [0,1]:
ue [uA,uB]—> (xl(u),xz(u),x3(u))e R’

di ()

con lo cual: 7(u) = x,.e, =u.e, > p
u

= é’l
Expresion de la fuerza:

F(F(u)) = c(x,.8, +x,.2, + X, &) =c.(ue +u.e,)

Trabajo:
J-F(r) — du —IF( (n)). dr(u) du —Icr(u €, +u.e,). dr(u) =
du
1 1,
= J‘c(u.é1 +u.e,).e .du= Ic.u.du =c—u’| =—c
0 0 2 ], 2

b) Desde (1,0,0) a (1,1,0):
Expresion del radio vector:

Tomamos como antes el parametro en el intervalo [0,1]:
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welu,u,]— (% @),x, @), x w))e R

- - - . . dr(u) .
con lo cual: 7(u) =x,.e, +x,.e, +x,.6; =€ +ue, +e, > ok e,
u
Expresion de la fuerza:
F(F(u)) = c(é, +u, +&,) = ci(u)
Trabajo:
- dF = dF (. dr
W, = IF(r).—r.du = J-F(r(u)). r(u) du :.[C’.(el +ue, +e,). r(u). u =
g du 0 du 0 u
1 1 1
—_ — — —_ 2 l
= J.c(.el +ue,+e;)e,.du= J.c.u.du =c—u"| =—c
0 0 2 0 2
c) Desde (1,1,0) a (1,1,1):
Expresion del radio vector:
Aqui también el pardmetro se toma en el intervalo [0,1]:
uefuuy] = 00 @),x, @), x, @) e R
- - - . - dr(u) .
con lo cual: 7(u)=x,.e, +x,.6, +x,.6; =¢, +¢é, +ue, > — €,
u
Expresion de la fuerza:
F(F(u)) = c(x,.8, +x,.2, + x,.8,) = c.(é, + &, +&,)
Trabajo:
- dF to o dF (- . dr
W, = IF(r).—r.du = IF(r(u)).M.du =J‘c.(e1 +ée, +¢6,). r(u).du =
g du 0 du 0 du

1 1
- - -\ = 1
= Ic(el +é,+¢é;).e.du= Ic.du = cu|0 =c
0 0

En resumen:

El trabajo total en la trayectoria por las tres aristas resulta ser, por tanto:
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1 1
W'=Wy +Wy +W,g, :EC+EC+6220

mientras que el trabajo realizado a lo largo de la diagonal era:
-3
W=sc

por tanto, resulta ser distinto el trabajo realizado a lo largo de cada una de las dos
trayectorias:

w+w'
Este es un ejemplo, por tanto, de una fuerza tal que el trabajo realizado para llevar

una particula de un punto a otro depende de la trayectoria elegida. Existen fuerzas,
como veremos mas adelante, en donde la trayectoria elegida no influye en el trabajo.

1.5. Teorema de las Fuerzas Vivas:

Enunciado: E/ trabajo realizado por la fuerza neta actuante sobre una particula es
siempre igual a la variacion de su energia cinética.

Demostracion:

Consideremos la parametrizacion temporal:

R: tet,.t,] - (x,(0),x,(0),x,()) € R

Y sea:
mr(t) = F(@)
i) = 1
’é(to) = ‘_’;0
Se tiene:
W, j F (). 2D dr(’) dt j dt.m dv(’) D) 5ty = j m(0).dv(t) =
= m%\?(t)z : = %m.ﬁ(tlg)z —%m.ﬁ(tA)2
O sea:

Wy =E.(ty)-E-(t,)
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2. Trabajo realizado por Fuerzas conservativas:
2.1. Fuerzas conservativas
Un campo de fuerzas se dice conservativo si el trabajo necesario para llevar una

particula de un punto a otro del campo es independiente de la trayectoria seguida.

Ejemplo:
Sea un campo de fuerzas constante: F(F) = ¥, = cte
g

Se tiene: W, = fﬁ(f).v(t).dt =7, j V(t).dt = fo.fa’f(t) =7, 7 (1)

14 14 1y

= F(y) =T ()

Al ser, pues, W, =r,.(r(t,)—r(t,)), el
trabajo no depende de la trayectoria
seguida sino de la posicion inicial y final de
e la particula. Por consiguiente, el campo es
r{ty) conservativo.

(t)

2.2. Teorema del potencial

Para toda fuerza conservativa, F'(7), existe una funcion, ¢(r), tal que F(r) es el
gradiente de la funcion ¢(7):

= = . 0p(F). O¢(r). O0¢(r).
F(r) = V() = 2205 00D 5, 090D 5
ox, X, X,
La funcion ¢@(7) se llama Funcién potencial, cumpliendo, por consiguiente, la relacion:

d(F) =V ¢(F).dr .

Demostracion:

Veamos en primer lugar que si la fuerza es conservativa, entonces F(7)=V@(7) :
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Bastara hacer que la funcién potencial sea el trabajo necesario para llevar una
particula desde un punto A hasta un punto B. Se tiene, entonces, usando la
parametrizacién natural s:

dr (S)

BE) =W,y = jdsF(()) —j ds.F(F(s)Uy(s)

es decir: dg(F) = ds.F(7(s)).U,(s), por lo cual: %@ = F(F(s)) U, (s)
S

por otra parte se tiene:

de(r) _ dg(r) dr

s e —V¢() —V¢(F)~UT(S)

por lo cual, al identificar ambas expresiones:
FF($)Ur ()= VF)Uy (s)

de lo cual, se tiene que (ﬁ(?(s))—?gzi(?)).UT(s) =0,y siendoUT(s) un vector tangente
a la trayectoria, y ésta, a su vez cualquiera, tendrd que ser necesariamente cero la
diferencia F(7#(s))—V@(F)=0, y, por tanto:

F(F(s) = V§(F)

Veamos ahora el reciproco, es decir, si se verifica F(7(s))=V@(7) entonces,
necesariamente, la fuerza es conservativa:

La expresion del trabajo para llevar la particula desde el punto A hasta el punto B es:

= [ F ). T

A

dr (s)

—I dsN $(F).— = =V $(F).dr (s) =[ dp(F) = (7 (5,)) — $(7(s,,))

solo depende, pues, del valor final y del valor inicial de la funcién potencial ¢(7), por
lo cual, es conservativo.

En definitiva tenemos que, por verificarse este teorema, es equivalente afirmar que un
campo es conservativo si el trabajo es independiente de la trayectoria, o bien que un
campo es conservativo si es el gradiente de una funcién potencial.

Veamos en lo que sigue dos ejemplos de campos de fuerzas en donde dilucidamos su
caracter conservativo mediante el andlisis de la posible existencia de una funcidn
potencial.

Ejemplos:

- Ejemplo de campo conservativo:
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Sea el campo definido por la funcién fuerza F(F) = c(2x,x,.6, + X' &,)

Identificando componentes con las derivadas parciales de un posible potencial:

FR) =40 = FE@H =2, e =2 rn=2

ox, ox, Ox,4
0 sea:
% =2cx,Xx, - P(F) = cx}x, + k(x,,x;)
1
§7¢ =cx) - d(F) = exx, + k(x,,x,)
2
o¢p _ -
p =0 - ¢(7) = k(x,,x,) = ¢(¥) no depende de x,
X3
por tanto:

#(F) = oxx, +k(x,)

= exix, +k(x) =cx’x, + k(x,) = k(x,) = k(x,) = const.
o cxfx2+k(x1)} 1+ k() = extx, + k() = k() = ()

Por consiguiente el potencial existe y es:
¢(F) = cxlx, +k

por lo cual el campo F(7) = c(2x,x,.¢, + x_ .¢,) es conservativo.

- Ejemplo de campo no conservativo:
Sea el campo definido por la funcién de fuerza F(7) = c.((x? —x2)* &, +3x,x,.&,)

Si existiera potencial tendriamos:
- = .. 0 - 0 - 0
P =V = R =2, =22, Ri=-2
ox, ox, Ox,
pero se tiene que:

99 _

.. C
c.(xl2 —xf)—) PF)=—x, —cxix, +k(x,,x;)
0ox, 3
% =3cx,x, > ¢(r) = 3_cxlxz2 +k(x;,x3)
X, 2
0 -
20205 () =k(x, %)
Ox,
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De lo que se deduce que

#(7) = gxf —exlx, +k(x,) = %Cxle +k(x,)
Lo cual implicaria que

k(x,)—k(x) = %xf —cex3x, +k(x,) —3—26x1x22

Lo cual es imposible, pues no se pueden separar las variables en la diferencia indicada.

2.3. La Trayectoria y las fuerzas conservativas:

Teorema: Un campo de fuerzas F = F(r)es conservativo si, y solo si, el trabajo
realizado a través de cualquier trayectoria cerrada es cero.

Demostracion:

a) Si el campo de fuerzas es conservativo, el trabajo realizado entre dos puntos no
depende de la trayectoria seguida, esto es, serda Wag( c) = Wjag(c’), sillamamos
Wags(C) ¥ Wpg(c’) al trabajo realizado desde el punto A hasta el punto B, a lo
largo de la trayectoria c y a lo largo de la trayectoria c’, respectivamente. Se
tendra, por ejemplo, que el trabajo realizado desde el punto B hasta el punto A
a lo largo de ¢’ es Wza(C) = -Wpp(c').

-

A hasta B por la trayectoria ¢ mas el
trabajo realizado desde B hasta A por
la trayectoria c’, define el trabajo
realizado a lo largo de una trayectoria
cerrada, que es nulo:

\[ Por lo cual, el trabajo realizado desde

Was(€)+ Wy, (') =W 5(c) =W 5(c') =0

b) Por otra parte, se tiene que si W, ,(c)+W,,(c')=0, sera entonces:

W(c)=-W, (c")=W,()=W,(c'), con lo cual el trabajo no depende de la
trayectoria elegida, lo que indica que el campo es conservativo.

Teorema: Si el campo ﬁ:(Fl,FZ,F3)es conservativo y de clase 1, entonces se
cumplen las relaciones
oF, OF, oF, OF; oF; OF,

a 8_x1’ a ox, ox, Ox,

(clase 1: derivable y con derivada continua)
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Demostracion:

Por ser F(F)=V¢(F) se tiene:

o op(r)
F(r)= or,

o op(r)
F, (r)= 6x2

o op(r)
Fy(r)= o,

Haciendo las derivadas con respecto a las demas variables:

OF,(F) _ 0 (04(F)|_0°¢(F) _ 0 (0¢(F)) _0F,(F)
ox, _6x2 Oox, - 0Ox,0x, _6_x1 ox, j_ Ox,
OF(F) _ 0 [0¢(F))_0°¢(F) _ 0 [0¢(F))_ OF(¥)
W_a_;% ox, - Ox,0x, _a Ox,4 J_ ox,
OFy(F) _ 0 [0¢(F))|_0°¢(F) _ & (94(F)) _OF,(F)
ox, _6x2 0ox, _8x26x3 _a ox, j_ Ox,

Ejemplo:

Veamos que el campo F(¥)=c.((x] —x.)*.é, +3x,x,.¢,), del cual sabemos, por un
ejemplo anterior, que no es conservativo, no verifica esta condicion:

Puesto que es
oF (r) _

_2 _ _
or, “ _ OR () OF(F)
aFZ (r) — 3cx a.xz axl
0ox, 2

Teorema: El reciproco del teorema anterior no es cierto, es decir, pueden verificarse

las igualdades
% _8& oF,  OF; oF; OF,
ox, ox, ox, ox, ox, Ox,

Y el campo puede no ser conservativo.

Demostracion: Bastara un contraejemplo. Veamos el siguiente:
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ﬁ(f):e.[— s .éz}

2 2 2
X, +X, X, +X,
Veamos en primer lugar que son iguales las derivadas parciales:

2 2 2 2
OF, _ x;—x oF, Xy —X;

2 2 2
6x2 (xl2 +x22) ox, (xl2 +x22)

Y veamos ahora que, sin embargo, no es conservativo, esto es, no existe una funcion
potencial ¢(7)tal que

F(7) =V ¢(F)
Veamoslo primero usando coordenadas cartesianas:

FO= s g0)- s gt )

Fi(r) = —¢ §(r) = j o)

F(r) = a¢ 0= ¢<r)—cre+<p<xl,x2)
O sea, "

)= [ ()

] TX

X
P(r) = Iﬁ-dxz +¢,(x))
1 2

o(r)y= cte

De lo cual se deduce que nunca podra ser F(7) =V ¢(F)

Veamoslo ahora usando coordenadas polares:

Si fuera conservativo tendria que ser nula la siguiente integral a lo largo de cualquier
trayectoria cerrada:

dr(H)

W= I dO.F(7(0)).= > =0

Se tienen las relaciones:
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s} X, = R.cos@, x, = Rsen0

x;+x; =R’
(xll xz} - c
! F(r(0)) = E(— sen6.é, +cos0., )
T S F(0) = R.cos0.3, + Rsen0g,
) =—R.senf.e, + R.cosf.e,
do

di(9) _

Y por consiguiente:

2z
§ do.FGFE©0).—>= § d@( Rsen29+c§ cos20)=c.jd0=2ﬂc¢0

CIRC CIRC

Por tanto, no es conservativo.

Ejemplo:

El campo F = cte es conservativo, es decir, existe una funcién potencial tal que

ﬁ=(F1,FzF3)=(%a% %j

ox, ox,  ox,
En efecto:
0 -
9 = ¢() = Frox, + 0, ,)
ox,
0 -
—¢ =F, = ¢(F)=F,x, +p(x;)
ox,
9 =F, = ¢(r)=F,.x; +cte
0ox,4

Por tanto, es:
¢(r)=F .x, +F,x, + F,.x; +cte.

Proposicion: Si una fuerza es central y conservativa, la funcién potencial ¢ solo puede
depender de la distancia al centro de la fuerza.

Demostracion:

dr(e)

W i jd@F( ). jF( (0)).dF () = jV¢<r>dr— jd¢ B(ry) - 9(r,)
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2.4. El Teorema de Conservacion de la Energia:

Cuando una particula estd sometida a fuerzas conservativas y no conservativas, la
variacidon de energia mecanica entre dos instantes t; y t, es igual al trabajo realizado
por las fuerzas no conservativas a lo largo de la trayectoria real de la particula entre
esos dos instantes de tiempo.

Si las fuerzas no conservativas no existen, o bien realizan un trabajo nulo, entonces la
energia mecanica se conserva.

Demostracion:

Llamemos:

| -
Energia Cinética en el instante t: E_(¢) = Em.v(t)2
Energia Potencial en el instante t: £, (¢) = —¢(r(?))
| - -
Energia Mecanica en el instante t: E, () =E ()+E,(1) = Em.v(t)2 —P(r(1))

Trabajo realizado por las fuerzas conservativas a lo largo de la trayectoria y:
Wy t,.t,)=9r,)) - ¢ (,))

Trabajo total realizado a lo largo de la trayectoria y:
Wv (t()ﬂtf) =E, (tf) —E, (to)

Trabajo realizado por las fuerzas no conservativas:

W (,,t,) =W, (1,0, ) =W, t,) = [E.() — E. ()|~ |6, ) - 62, )] =
—[E.t)) - ) [E.,) - 9GN] =E.t )+ E, (t )]-[E.0,)+ E, (2,)] =
= EM(tf)_EM(to)

O sea, el trabajo realizado por las fuerzas no conservativas es la diferencia entre la
energia mecanica final y la energia mecanica inicial:

Wi, )= Ey ()~ Ey(2,)

Si no existen fuerzas no conservativas, o bien es nulo el trabajo realizado por las
fuerzas no conservativas, entonces:

E, (tf)_EM (t(,) =0=E,(,)=E, (tf)

Es decir, si solo hay fuerzas conservativas, la energia mecanica total se conserva.
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