MOVIMIENTO ABSOLUTO DE UNA PARTICULA. UN ESTUDIO INTRINSECO. CARLOS S. CHINEA

EL MOVIMIENTO ABSOLUTO DE
UNA PARTICULA. UN ESTUDIO
INTRINSECO.

El movimiento de una particula material en el espacio de tres dimensiones
puede ser referido a un sistema cartesiano fijo, a un triedro exterior, y
respecto al cual se desplaza la particula, pero también puede referirse un
triedro solidario a la particula y que, por consiguiente, se desplaza con ella.

En el primer caso decimos que el movimiento absoluto de la particula se
refiere de forma extrinseca o cartesiana, y en el segundo caso, que se hace
una referencia intrinseca del movimiento.

Las magnitudes basicas.

Un triedro movil fijo a la particula.

Expresion intrinseca de la velocidad y la aceleracion.

Paso a una expresion cartesiana.

Obtenciébn de la expresion intrinseca desde una expresion
cartesiana.

Documentacion.
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1. Las magnitudes basicas:

Sea una particula P que en un determinado instante se encuentra en la posicion
indicada por el vector X(t) con referencia al triedro externo K.

Se define la velocidad y la aceleracion instantanea de la particula P con respecto al
sistema K, por las derivadas respectivas del vector X(t) :

. 2
Velocidad: V(t) = % Aceleracion: a(t) = %

La trayectoria de la particula es el arco de curva S descrito en su movimiento.

P La particula se desplaza en
5 su trayectoria definida por el

e arco S al variar el tiempo. El
= +At) sistema de referencia K per-
manece inmovil en el
H—’ exterior.
/”/ Respecto del sistema K se
i expresan los vectores de
posicién de la particula, de
su velocidad y de su
z i H aceleracion mediante las

correspondientes derivadas.

¥

El triedro K Z{O;r, T,IZ} estéa fijo y sirve de referencia cartesiana a la expresion de
la velocidad y la aceleracion.

V() =V (05 + v, (t).] +vs(t)k a(t) =a ()i +a,(t)-] +a,(t)k

En un intervalo de tiempo cualquiera [tl,tz] la particula describe un arco de curva

S(t), ti [tl,tz]. Podemos, también, eliminar el tiempo y tomar el arco S como
parametro.

dx(t) o . .
Teorema: El vector E es unitario, es decir, de moédulo 1.
Efectivamente: dS® =dx; + dx? + dx; ® dS* =dx.dX® %.%=1® & =1
dsS ds das
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2. Un triedro movil fijo a la particula:

L _ax
El vector unitario €, ZE se llama vector unitario tangente a la trayectoria, o,

simplemente, versor tangente. Puesto que su médulo es constante (la unidad), su
variacidon con respecto a cualquier variable es solamente de direccién.

Esto nos indica que su derivada con respecto al arco S es perpendicular al mismo:

de : __dx
—— es perpendicular al vector €, = —

ds ds

Llamaremos vector unitario normal a la trayectoria, o, simplemente, versor normal,
al vector unitario:

Finalmente, definimos el vector binormal a la trayectoria, o bien, versor binormal,
como el vector unitario § que cumple la condicién vectorial

e =¢ Ueg,

|

Los tres versores anteriores definen un triedro solidario a la particula en su
movimiento que se denomina triedro moévil o también triedro intrinseco en el
movimiento de la particula.

Plano osculador

Plano rectificante

Trayectoria

Plano normal

Los tres planos del triedro mévil se llaman:

- plano osculador (P,): definido por los versores tangente y normal {é ,én}.
- plano normal (P): definido por los versores normal y binormal {én,éo}

- plano rectificante (P,): definido por los versores tangente y binormal {ét,éo}
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La direccion tangencial del movimiento es la interseccidon de los planos osculador y
rectificante, y es una subvariedad engendrada por el versor tangente.

P, MNP, , engendrada por &

La direccion normal del movimiento es la intersecciéon de los planos normal y
osculador, y es una subvariedad engendrada por el versor normal.

P, NP, engendrada por €,

La direccion binormal del movimiento es la interseccion de los planos rectificante y
normal, y e un subvariedad engendrada por el versor binormal.

P, NP, engendrado por &

Radio de curvatura:

Se llama radio de curvatura R de la trayectoria de la particula al radio de la
circunferencia osculatriz (tangente a la trayectoria y contenida en el plano
osculador) en el punto de la situacién de la particula.

El médulo de la variacidon del versor tangente con respecto al arco:

d
Se verifica que es 3 = l En efecto, de la figura se tiene que es dS=Rdf , y
de
también es |dét| =|é(S)|.df =1df =df , por lo cual: de, =d—8® %1
R ds| R

—

t C trayectoria

circunferencia
osculatriz
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3. Expresioén intrinseca de la veloci

dad y de la aceleracion:

El vector velocidad pertenece a la direccién tangencial del movimiento:

dx(t) _
vt) =———=
t) = &
que podemos representar por:  V(t)

_ dv(t)  d asls_ 0_ d’s ds d& d’s_ asls ¢ de
alt)=—2=— +—= =28 +e—t =
® d dtedt g mzq d Tt dt? gdt g ds
,a8ls §'|dg d’s . a@s ¢ 1

= . = e+c—.+.—e

dt2 T s @ Ty R

SZ
que representamos por: a(t) =5g +E.e1

El primer sumando de la expresion del vector aceleracion se llama aceleracion

tangencial, y esta en la direccién d
llama aceleracion normal vy tiene la d

aceleracion tangencial:

&)= 8,

el versor tangente, y el segundo sumando se
ireccion del versor normal.

2

S
aceleracion normal: &, (t) ZE.én

en definitiva, la expresién intrinseca de la velocidad y la aceleraciéon viene dada por

—um S
at) =sg + R 8

V(t) = $8

a2

Expresiones de la aceleracion tangencial y normal en funciéon del vector velocidad y

del vector aceleracion:
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Se tiene:

al=laleosa,  fa|=lhseng

Y los productos vectorial y escalar entre los
vectores velocidad y aceleracién muestran:

|a Uv| = |a jv|senq |av| = [d||v]. cosq

O sea:
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[auvl=la,[

Por tanto, se tiene:

=

v
Radio de curvatura:

|— |_ 30\7“]

L 809
> YP

a,| Wy MR

n R b
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lav|=[a,| )]
a3 :M
| |\7| [1]
.
|auv|
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4. Paso a una expresion cartesiana:

Desde la expresion intrinseca del vector velocidad y del vector aceleraciéon puede
pasarse a una expresion cartesiana, en un sistema de referencia cartesiano con dos
de sus ejes contenidos en el plano osculador, plano en el que, como sabemos, se
encuentran contenidos tanto el vector velocidad (en la direccion del versor
tangente) como el vector aceleracion (expresado en las dos direcciones del plano
osculador, versores tangente y normal):

Consideremos, pues, en el plano osculador el sistema de referencia {I,j} y la
expresion de los versores tangente y normal en dicho sistema:

Se tienen las siguientes expresiones de los versores
tangente y normal en funcién del angulo j :

=
.u.]

o e, g =cosj i +senj .j
= e, =-senj i +cosj.]
q] L
g
| Por lo que al sustituir en las expresiones intrinsecas

de los vectores velocidad y aceleracion, se tiene:

V(t) =36 = s(cosj i +senj .I) =&.cosj i +ssenj .j
.2 =2
at) =se +%.€n = S.(cosj i+ senj .I)+SE(- senj i +cosj .I) =
2 " 2
=a§.cosj - S—senj gf+a%.snj +— Cosj 8
g & -
R 2 R 2

--O:
—J

En definitiva:
V(t)=sS.cosj i +ssenj .|
2 2

a(t)—a%cosj > senj 9T+a%;senj +-—cosj QT
S
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5. Obtencidén de la expresion intrinseca desde una expresion cartesiana:

Supongamos las expresiones de vector velocidad y del vector aceleracién en un
triedro exterior de la forma:

V(D) =GV, ] VK, a(t)=a,i +a,] +a,K

Podriamos obtener tanto la aceleracién tangencial como normal, y también el radio
de curvatura R, utilizando las expresiones [1] y [2] de la seccion 3.

=B ja,|= [aov]
|at|_ﬁ ’ V] R_|aU\7|
Efectivamente:
Siendo
2 2 zd)é
|a.\7|= a,v, +a,v, +a,v,, |éU\7|= 3 |98 a, +a:L a, _
Vo Vsl Vv V| o

V| = (V12 v, + Vsz)}/z’

se tiene:

— |€LV| —aVv ta,Vv, a5V,

&| ="
| | |V (V12+V22+V32)}/2

Z, al l, al |a [ 0"
_ _|§.U\7|_8V2 Vs Vs Yy ViV, é
] === b +v +u )

1 2 3
R: |\73 _ (V12+V22+V32)%
|aU\7 a 2 20%
c o LB A LA 3
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Interamericano, 1970, Panama.

LANDAU, Lev-Lifshitz, E., Mecéanica (Vol | del curso de Fisica Teérica). Ed. Mir
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