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1. Sistemas uniformemente acelerados

La relatividad especial se puede utilizar para describir los eventos tal
como son vistos por un observador en un marco de referencia acelerado. Para
este propósito se considera que el sistema S se mueve con una part́ıcula de
masa m0 a lo largo del eje x positivo del sistema S ′. La part́ıcula se somete a
una fuerza F = m0g en dirección del eje x. La ecuación de movimiento para
dicha part́ıcula será

dpx′

dt′ = m0g

d

dτ ′ (γm0β) = m0
g

c2
(1)

d (γβ) =
g

c2
dτ ′

en donde γ = 1/
√

1− v2/c2, τ ′ = ct′ y β = v/c corresponde a la velocidad

instantánea entre S y S ′. La última de las ecs. (1) se puede integrar directa-
mente. En el primer miembro la variable es la velocidad β, la cual se valúa
desde cero hasta un valor β. En el segundo miembro la variable τ ′ se valúa,
de igual manera, desde cero a un tiempo τ ′. Con esto se llega a que (1)

γβ =
g

c2
τ ′

β√
1− β2

=
g

c2
τ ′ (2)
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β =
κτ ′√

(κτ ′)2 + 1

Sustituyendo β = dx/dτ ′ en la ecuación anterior e integrando sobre x′ desde
una posición x0 hasta x′ y sobre el tiempo desde cero hasta τ ′ se obtiene

κx′ − κx′
0 =

√
1 + (κτ ′)2 − 1 (3)

lo cual se puede escribir como

κx′ =
√

1 + (κτ ′)2 + κx′
p (4)

donde κx′
p = κx′

0 − 1 y κ = g/c2 . La ecuación anterior expresa la posición
de la part́ıcula como función del tiempo en el sistema S ′ . De las ecs. (1) y
(4) se puede deducir que las ecuaciones de transformación entre un sistema
acelerado y un sistema inercial son

x′ = −1

κ
+
(
x +

1

κ

)
coshκτ

τ ′ = (x + 1/κ) sinh κτ (5)

De estas ecuaciones se puede obtener el tensor métrico para el sistema acel-
erado, el cual es

gµν =

(
−(1 + κx)2 0

0 1

)
(6)

con esto, la métrica se escribe de la forma

ds2 = −(1 + κx)2dτ 2 + dx2 (7)

Es importante observar algunos hechos impĺıcitos en esta métrica. Por ejem-
plo, si ds2 = 0 se tiene que

dx2 = (1 + κx)2dτ 2

β = 1 + κx (8)

es decir, que la velocidad de la luz depende ahora de la posición. Es más,
cuando x = −1/κ, se tiene que β = 0. El evento en x = −1/κ nunca
será observado porque la luz nunca escapa de alĺı, justo como en la superficie
de un agujero negro. Estos hechos parecen contradecir los principios de la
relatividad especial pero en realidad no es aśı, puesto que estos principios se
aplican a observadores en marcos de refencia inercial. Las consecuencias de
la ec.(8) serán verificadas para un observador en un marco acelerado, para el
cuál, los principios de la relatividad especial ya no son válidos.
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2. Gravedad y relatividad especial

En el desarrollo de la relatividad especial no se asume la presencia de cam-
pos gravitacionales. Existen problemas al tratar de introducir la gravedad en
las ecuaciones de la relatividad especial. Por ejemplo, la formulación newto-
niana de la gravedad sostiene que

d2xi

dt2
= − ∂Φ

∂xi
(9)

∇2Φ = 4πGρ (10)

En la forma en que están, estas ecuaciones no pueden ser introducidas en
la relatividad especial. La ec.(9) está en forma tridimensional y tendŕıa que
ser modificada a una forma cuadridimensional d2xµ/dτ 2 . La ec.(10) no es un
invariante de Lorentz, ya que aparece el operador tridimensional laplaciano
en lugar del operador cuadridimensional dÁlembertiano. Esto significa que el
potencial Φ responde instantáneamente a cambios en la densidad ρ a largas
distancias, es decir, que el campo newtoniano se propaga con velocidad in-
finita. Se ha intentado corregir estos problemas proponiendo que el potencial
gravitacional sea un escalar, luego un vector y por último, un tensor simétrico.
A pesar de esto, las teoŕıas desarrolladas tienen limitaciones y no concuerdan
con las observaciones experimentales. La mejor de las tres es la del tensor
simétrico, aunque internamente es inconsistente y no admite soluciones exac-
tas. Estas dificultades han sido estudiadas por Feynman, Weinberg y Deser
entre otros. Ellos muestran cómo la teoŕıa del tensor en espacio-tiempo plano
puede ser modificada usando la teoŕıa de campos relativista. Al seguir este
camino ellos consiguen eliminar la inconsistencias, llegando a la teoŕıa de la
relatividad general de Einstein. Lo anterior implica que no se puede formular
una teoŕıa de la gravitación en un espacio-tiempo plano y que ésta misma es
una manifestación de la curvatura del espacio-tiempo. Para poder describir
las propiedades de los espacios curvados, Einstein introdujo en la f́ısica los
conceptos matemáticos desarrollados por Riemann, los cuales se describen a
continuación.

3. Tensores

Se tiene un sistema de coordenadas primado y uno no primado, tal que
xi = xi(xi′) ; la cual es una función real, univaluada y sus derivadas existen.
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En forma diferencial las ecuaciones son

dxi = ai
i′dxi′ y dxi′ = ai′

i dxi (11)

donde

ai
i′ =

∂xi

∂xi′
y ai′

i =
∂xi′

∂xi
(12)

ai
i′ y ai′

i son los coeficientes de transformación y cumplen con la propiedad
ai

i′a
i′
j = δi

j . Un sistema de coordenadas es una manera de identificar puntos
en el espacio. Su propósito es nombrar puntos, el de la métrica es conectar-
los geométricamente. En el caso de un espacio plano, la distancia entre dos

puntos (x1, y1) y (x2, y2) la distancia es
[
(x1 − x2)

2
+ (y1 − y2)

2
]1/2

; aśı, el
espacio tiene asignada una métrica. La métrica puede ser asignada diferen-
cialmente mediante gij , el tensor métrico. Si en un sistema de coordenadas
el tensor métrico es gi′j′ se cumple que ds2 = gi′j′dxi′dyj′ El tensor métrico
se puede transformar con ayuda de la ec.12. Al hacer esto resulta que

ds2 = gi′j′a
i′

i dxiaj′

j dxj

ds2 = gijdxidxj (13)

es decir

gij = ai′

i aj′

j gi′j′ (14)

En forma general, un tensor se tranforma de esta manera. Si una cantidad
dada se transforma de acuerdo a la ec.14, entonces esa cantidad es un tensor.
Este tipo de transformaciones se conoce como transformaciones lineales. La
ec.13 puede escribirse as:

ds2 = dxidxi (15)

donde dxi = gijdxj De esta manera se dice que dxi es un intervalo contravari-
ante y dxi es un intervalo covariante . Se puede observar que mediante el
tensor métrico es posible subir o bajar (como en este caso) los ı́ndices de un
vector o un tensor.
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4. Smbolos de Christoffel

Un vector se desplaza paralelamente cuando no se cambia su magnitud
ni dirección. Cuando se desplaza paralelamente un vector en coordenadas
cartesianas, las componentes de los vectores permanecen sin cambio alguno.
En algunos sistemas de coordenadas esto no es aśı y al mover un vector par-
alelamente, de un punto a otro, sus componentes cambian. El śımbolo de
Christoffel Γk

ij se define para facilitar la descripción de los desplazamientos
paralelos. Si un vectorAi es paralelamente desplazado sobre un intervalo δj el
cambio en sus componentes Ak está determinado por el śımbolo de Christof-
fel:

δAk = −Γk
ijA

iδxj (16)

En forma general, los śımbolos de Christoffel se pueden obtener del tensor
métrico, de tal forma que

Γk
ij =

1

2
gks (gjs,i + gsi,j − gij,s) (17)

donde gij,s = ∂gij/∂xs . La ec.16 expresa el cambio en las componentes de un
vector contravariante al ser desplazado paralelamente. Una expresión similar
se puede encontrar para el caso en que el vector sea covariante. Considerando
el hecho que el producto interior de dos vectores es un invariante, se puede
decir que

δ
(
AiB

i
)

= 0 = AkδB
k + BiδAi (18)

sustituyendo δBk de la ec.16 y despejando δAi se obtiene que

δAi = Γk
ijAkδx

j (19)

Es importante observar que δAk y δAk no son vectores debido a que Γ no es
un tensor. En coordenadas cartesianas δAk es igual a cero pero no lo es en
coordenadas polares. Un vector que es cero en un sistema de coordenadas no
puede ser diferente de cero en otro sistema. El mismo argumento se aplica a
los śımbolos de Christoffel. En un sistema cartesiano éstos son iguales a cero,
pero no lo son en coodenadas polares.
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5. Derivada covariante

Se considera que Ai = ai
i′A

i′ . Tomando la derivada ordinaria se tiene

dAi = d(ai
i′)A

i′ + ai
i′dAi′ (20)

si las componentes no cambian, entonces dAi′ = 0 y dAi es debido sólo al
desplazamiento paralelo; por lo tanto d(ai

i′)A
i′ = δAi.Entonces,

ai
i′dAi′ = dAi − δAi

dAi′ = ai′

i (dAi − δAi) (21)

para un sistema estrellado, dAi′ = ai′
i∗(dAi∗ − δAi∗) que al igualarlos da

ai′

i (dAi − δAi) = ai′

i∗(dAi∗ − δAi∗)

aj
i′a

i′

i (dAi − δAi) = aj
i′a

i′

i∗(dAi∗ − δAi∗)

(dAi − δAi) = aj
i∗(dAi∗ − δAi∗) (22)

de esta última ecuación, se ve que la magnitud entre paréntesis se transforma
como un vector, por lo tanto es un vector, designado como

DAi = (dAi − δAi) (23)

Esta diferencia da el cambio en el vector debido a las caracteŕısticas curviĺıneas
del sistema de coordenadas, dejando el cambio real en el vector. La ec.23 se
puede escribir como

DAi =

(
dAi

dxj
+ Γi

jkA
k

)
dxj (24)

la cantidad entre paréntesis es un tensor mixto llamado derivada covariante.
La ec.24 puede escribirse de la forma siguiente

Ai
;j = Ai

,j + Γi
jkA

k (25)

donde el punto y coma representa la derivada covariante. De la misma forma,
para un vector covariante se tiene

Ai;j = Ai,j − Γk
ijAk (26)

Todos los conceptos anteriores se pueden generalizar fácilmente para la ge-
ometŕıa del espacio-tiempo, simplemente haciendo las sumatorias sobre cua-
tro dimensiones.
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6. Tensor de Riemann, tensor de Ricci y es-

calar de curvatura

El tensor de Riemann se obtiene de la siguiente expresión

[∇ν ,∇µ] Aβ ≡ Rα
βµνAα (27)

donde ∇ν es la derivada covariante respecto de xν y [∇ν ,∇µ] = ∇ν∇µ −
∇µ∇ν . El tensor de Riemann Rα

βµν se puede interpretar como una medida
de la no conmutatividad de la derivada covariante. Este tensor puede ser
obtenido a partir de los śımbolos de Christoffel y sus derivadas

Rα
βγδ = Γα

βδ,γ − Γα
βγ,δ + Γα

µγΓ
µ
βδ − Γα

µδΓ
µ
βγ (28)

Al bajar el ı́ndice contravariante del tensor de Riemann se obtiene el tensor
de curvatura, dado como

Rσβγδ = gσαRα
βγδ (29)

El tensor de Riemann tiene 256 componentes pero no todas son independi-
entes debido a las simetŕıas que presenta este tensor. Algunas de ellas son
Rα

βγδ = −Rα
βδγ y Rα

βγδ + Rα
γδβ + Rα

δβγ = 0. El tensor de Ricci de encuentra
contrayendo en tensor de Riemann de la siguiente manera

Rµν = Rα
µαν (30)

La elección del ı́ndice covariante a contraer no es fija. En este trabajo se
toma la definición dada en la ecuación anterior. Otra forma de expresar la
curvatura del espacio-tiempo es mediante el escalar de curvatura, que es

R = Rα
α = gµνRµν (31)

en donde gµν es el tensor métrico contravariante y satisface la relación gµαgαν =
δµ
ν .

7. Identidades de Bianchi

En principio, Einstein supuso que el tensor de Ricci se deb́ıa igualar al
tensor de materia; de esta manera la materia seŕıa la fuente de la gravedad.
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Esto no funcionó ya que la divergencia del tensor de materia se hace cero y la
del tensor de Ricci no siempre lo es. Para encontrar un tensor que cumpliera
con la condición anterior se recurre a las identidades de Bianchi, que son
satisfechas por la derivada covariante del tensor de curvatura

Rµνρσ;τ + Rµνστ ;ρ + Rµντρ;σ = 0 (32)

Estas identidades forman un conjunto de 1024 ecuaciones de la cuales la
mayoŕıa no dice nada. Esencialmente son 24 identidades que no son triviales.
Multiplicando la ec.32 por gµρgνσ y usando la difinición del tensor de Ricci y
de escalar de curvatura, junto con las propiedades de simetŕıa del tensor de
Riemann se llega a que

R;τ −Rµ
τ ;µ −Rν

τ ;ν = 0

(Rgν
τ − 2Rν

τ );ν = 0 (33)

lo cual define el tensor de Einstein Gµν = Rµν − 1
2
gµνR. Por igualdad, este

tensor satisface la condición de divergencia Gµν
;ν = 0.

8. Tensor de momentum y enerǵıa

El postulado de Einstein para el espacio vaćıo establece que

Rµν = 0 (34)

esta ecuación describe el campo gravitacional en ausencia de materia. Para
poder considerar la fuente del campo gravitacional es necesario incluir a la
materia en las ecuaciones. En electrostática, se cumple la ecuación de Laplace
para el campo eléctrico en el vaćıo, esto es ∇2φ = 0. Cuando se considera una
distribución de carga la ecuación de Laplace se convierte en la ecuación de
Poisson,∇2φ = ρ/ε0. Además, la carga cumple con la ecuación de continuidad
dada por

∂ρ

∂t
+∇.j = 0 (35)

la cual expresa la conservación de la carga. Para introducir la materia en la
ec.34, se utiliza la identidad de Bianchi dada por la ec.32, de la cual se obtiene
el tensor de Einstein Gµν . Por analoǵıa con la electrostática, se postula que

Gµν = χT µν (36)
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donde χ es una constante y T µν es el tensor de momentum y enerǵıa. En la
sección anterior se vio que el tensor de Einstein cumple que Gµν

;ν = 0 por lo
tanto, el tensor de momentum y enerǵıa también cumple la misma propiedad,
es decir,

T µν
;ν = 0 (37)

esta ecuación es el análogo a la ecuación de continuidad 35. Es importante
notar que la ec.37 no se hubiera obtenido de la ec.34 y es consecuencia de la
ec.32. Si en la ec.36 se hace que la constante de proporcionalidad sea igual a
8πG, donde G es la constante de gravitación universal; se obtiene

Gµν = 8πGT µν (38)

esta es la forma más general de la ecuación de campo de Einstein y muestra
la relación entre la materia y la curvatura del espacio-tiempo. Otra forma
alternativa de escribir la ec.38 y que involucre al tensor de Ricci es

Rµν = 8πG
(
T µν − 1

2
gµνT

)
(39)

donde T es la traza del tensor de enerǵıa momentum y es igual a T = gαβTαβ.
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