LA TEORIA DE LA RELATIVIDAD RESTRINGIDA. CARLOSS CHINEA

UNA INTRODUCCION A LA

LA TEORIA DE LA
RELATIVIDAD
RESTRINGIDA

Fué desde antecedentes historicos, tales como la
imposibilidad de matener invariantes a |las
Ecuaciones de Maxwell del Campo Electromagnético,
mediante la transformacion de Galileo para la
Mecanica, o el asombroso resultado del experimento
de Michelson-Morley por el que la velocidad de la luz
parecia no depender del foco ni del observador, lo
que llevaron a Alberto Einstein a analizar, de
manera profunda, el concepto de tiempo y el de
simultaneidad de sucesos en el espacio-tiempo. Le
llevaron, en definitiva, a plantearse otros principios
para el desarrollo de la Fisica.
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1. L os Postulados de Einstein:

Fueron dos los postulados que enuncidé Einstein a la vista de lo acontecido en
las postrimerias del siglo XIX, enunciados basados en evidencias
experimentales, por una parte, y justificables mediante gran ndmero de
ejemplos tedricos, por otra.

1.1. Enunciados:

1°. El Principio de Relatividad. Las leyes de todos los

fendbmenos fisicos tienen la misma expresion en los
sistemas entre si inerciales.

En realidad, este Principio es la generalizacion a toda la Fisica del Principio de
Relatividad de Galileo para la Mecéanica. Afirma la imposibilidad de detectar el
movimiento uniforme de un sistema, mediante la realizacion en su interior de
cualesquiera experimentos fisicos.

2°. Independencia de la velocidad de la luz. La
velocidad de la luz en el vacio es independiente de la
velocidad del foco y del observador.

Este Principio podemos extenderlo a fotones, a particulas cuya masa en

reposo es nula, etc.. Implica una composicion de velocidades que, realmente,
resulta extrafia a nuestro sentido comun.

1.2. Evidencias experimentales:

Aparte de la prueba clasica del experimento de Michelson-Morley, se pueden

considerar otras evidencias justificadoras de los dos postulados. Sefialemos
algunas:

1) Las mediciones de De Sitter (Willem De Sitter, 1872-1934) y otros
astrofisicos de la velocidad de radiaciobn proveniente de estrellas dobles,
unidas gravitacionalmente. Segun estas mediciones, la velocidad de Ila
radiacion es la misma, mientras que las velocidades de las estrellas alrededor
del centro de masas del sistema binario resultan ser distintas, al medirlas
mediante el Efecto Doppler-Fizeau.

2) La aniquilacion de paquetes de positrones rapidos al chocar con electrones
en reposo da lugar a fotones, todos con igual velocidad, independiente de un
sentido de propagacion del paquete de positrones.

3) La desintegracion de mesones neutros producidos en aceleradores, a
velocidades préoximas a la de la luz, da siempre lugar a fotones que se

desplazan en todas direcciones, a igual velocidad, siempre independiente de
la velocidad extraordinariamente alta, de los mesones que se desintegran.
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2. Simultaneidad y sincronizacion:

2.1. Simultaneidad:

Cuando dos sucesos, A y B, remotos, son medidos como simultaneos
mediante un reloj R1 situado en un sistema de referencia K es porque la luz
procedente de uno y del otro suceso ha llegado al mismo tiempo al reloj R1.
Naturalmente, si consideramos ahora la existencia de otro reloj R2 que esté,
por ejemplo, mucho mas préximo que R1 a uno de los dos sucesos, por
ejemplo a A, esto quiere decir que la luz procedente de ambos sucesos ya no
llega al mismo tiempo al reloj R2, es decir, para un observador del reloj R2,
tales sucesos no son simultaneos. Llegard a R2 la luz de A antes que la luz de
B.

Nos encontramos, en definitiva, que sucesos que son simultdneos en un reloj

R1 pueden no serlo en otro reloj R2, tanto si ambos estan en reposo relativo o
con movimiento uniforme uno respecto del otro.

La pregunta primera que nos hacemos es si seria posible establecer algun
criterio de medicién del tiempo en un conjunto de relojes de modo que lo que
fuera simultaneo para uno de ellos también lo fuera para los restantes relojes
del sistema.

El problema de la simultaneidad es crucial para entender la Teoria de la
Relatividad Restringida. ¢(Cuando dos sucesos son simultaneos?. ¢(Cémo
saberlo?.

Para poder hacer esta medicibn comun es necesario sincronizar los relojes,
pero ¢cual es el criterio valido de sincronizacion?

2.2. Sincronizacion:

El criterio de sincronizacion de Einstein para un conjunto Rs de relojes

consiste en establecer una relacion de equivalencia en el conjunto del modo
siguiente

”El reloj R1 esta sincronizado con el reloj R2 si para una senal
qgue partiendo del primero, R1, en el instante ta, se refleja en el
segundo, R2, y regresa al reloj R1 en el instante tb, se verifica
que el tiempo medido en el reloj R2 en el momento de recibir la
sefial procedente de R1 es (ta + tb)/2”

Es inmediato que se trata de una relacion reflexiva, simétrica y también
transitiva. Es, por tanto, de equivalencia.

Se dice que el intervalo temporal entre dos sucesos S1 y S2 es “propio” si
para medirlo basta un solo reloj solidario al sistema de referencia desde el
cual se mide. El intervalo temporal se dira “impropio” si necesita dos relojes

sincronizados para realizar la medicidon solidarios al sistema desde donde esta
medicion se realiza.
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3. Dilatacion del tiempo y contraccién de las distancias:

3.1. Dilatacién del tiempo:

Supongamos dos sistemas K y K’, de origenes respectivos en los puntos O y

O’, de modo que exista un movimiento relativo entre ambos de velocidad (u,
0, 0).

Supongamos que en el instante inicial del movimiento, es decir, cuando

ambos origenes O y O’ coinciden, lanzamos una sefal para que se refleje en
un espejo. Veamos la situacién desde uno y otro sistema.

Ya Y Espejo E Y
——] EspejoE [—]
d ‘ d d
; L u.oar'
- E '
Mo X 7o ] i
/ i o p
Sistema K, en reposo / L/ Sistema K', en movimiento
¥ respecto al espejo E ¥ " Falathan

Si consideramos que en el sistema K lanzamos la sefial para que se refleje en

un punto, un espejo, solidario a K, a una distancia d, y regrese al mismo
punto de donde partid, el intervalo propio medido sera:

Si, por otra parte, el sistema K’ se ha movido mientras tanto con respecto a K,
se tendra, para el intervalo impropio, medido en K’, que el instante inicial es
el mismo, pues ambos origenes coincidian al emitirse la sefial, pero el
momento de llegada se recoge ahora en un reloj solidario al sistema K’, a una

distancia u.Dt’, del punto de partida:

Di=t) -t =

Podemos hacer la comparacion de ambos intervalos, el propio, medido en un
reloj solidario al sistema de los sucesos, y el impropio, medido en el sistema
en movimiento relativo. Para ello, despejamos en la ultima expresion:
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cht f 49d2 (Dt} - (upt')’ = 40?
( B2 (o) - fune)
ﬂ

y, por tanto:

(CZ _ UZ)Dtl2 :4d2 ® u.: 2d — 2d — 2d/C
| | c*- u* 21§ a8l ¢

CJl- c— \/1- c—~+
eCg eCg

n definitiva, se tiene la relacién:

Dicho de otro modo:

. . In I ropi
Intervalo_impropio= tervalo_propio

Esto quiere decir que el intervalo impropio, medido en un sistema en
movimiento relativo con respecto al sistema solidario a los sucesos, es mayor
que el intervalo propio, medido en el mismo sistema en el que se verifican los
sucesos con relojes en reposo, por tanto, sincronizados entre si.

Dicho de otro modo, si en un sistema en reposo ocurren dos sucesos, el
intervalo de tiempo entre ambos medido en un sistema en reposo respecto a
dichos sucesos es menor que el intervalo de tiempo entre ambos medido en

un sistema en movimiento respecto de ellos. Cuando medidos desde un
sistema en movimiento el tiempo se dilata.

Si, por ejemplo, medimos acontecimientos en la Tierra desde una nave en

movimiento exterior, puede ocurrir que un acontecimiento que para nosotros
en la Tierra dura un mes, para los viajeros de la nave dure 3 meses. O
también, Si un viajero de la nave envejece un afio, para nuestra medicion
desde la Tierra de los acontecimientos solidarios a la nave dicho viajero
podria haber envejecido 5 afios, por ejemplo.

3.2. Contraccioén de las distancias:

Supongamos dos sistemas, K y K’, en movimiento uniforme, de velocidad
relativa (u, 0, 0), y origenes respectivos Oy O’.

Si consideramos dos puntos, A y B del sistema K, podemos medir el tiempo

qgue tarda el origen del sistema K’ en pasar primero por el punto A y después
por el punto B.
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Si los instantes los medimos desde el sistema en reposo K, necesitaremos dos
relojes sincronizados, uno en cada punto, para medir los instantes ta y tb del

paso del sistema K’ por ambos puntos, intervalo, pues, impropio.
Encontramos entonces que, la longitud L entre ambos puntos es inmediata:

Dt=t, -t, L=uDt

a’
Si los instantes los medimos ahora desde el sistema en movimiento K’,
bastard con un solo reloj solidario al origen de K’ para medir el instante en
que pasa por el punto A y después el instante en que pasa por el punto B. Se

trata, pues, de un intervalo temporal propio. La longitud entre ambos puntos,
medida en el sistema K’ es, también, inmediata:

Dt'=t,-t,, L'=uDt
Si tenemos en cuenta la relacidon entre el intervalo temporal propio y el

intervalo temporal impropio entre sucesos, se tiene que

L2 .2
Dt = ® pr=nt.[1- &0 =L g @0
eCg U eCg

Por tanto:

Esto quiere decir, que la distancia entre dos puntos A y B del sistema K
medida desde un sistema en movimiento relativo K’ es menor que si se mide
desde el propio K.

Es decir, al medir distancias en un sistema desde otro sistema en movimiento
las distancias parecen ser mas cortas, las distancias se contraen. Una
distancia de 1000 kilbmetros entre dos puntos de la Tierra, medida por
nosotros aqui, podria ser de solo 200 kildbmetros medida por un viajero en

una nave en movimiento respecto de la Tierra, dependiendo, claro esta, de la
velocidad de la nave.

4. La transformacion de Lorentz:

4.1. Obtencion fisica:

Las formulas a obtener serian las expresiones de las coordenadas y del
tiempo de un suceso, medidas en un sistema K' en movimiento rectilineo y

uniforme (X', y', z', t'), en funcién de las coordenadas y del tiempo del mismo
suceso medidas en un sistema K en reposo con respecto al suceso.
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Si consideramos paralelos los ejes coordenados de ambos sistemas Ky K', y
el movimiento del sistema K' se realiza a lo largo de la direccién del eje x, las
férmulas de transformacion seran del tipo:

X =fx),y' =vy,z2 =2z t =g

Veamos, entonces, como obtenerlas. Sea Dt la variacion de tiempo entre dos
sucesos solidarios al sistema K (tiempo propio), y sea Dt’ la variacion de
tiempo medida desde el sistema K’ en movimiento relativo:

_ eCg _ 2
216 L 216
- Q__ - Q__
eCg eCp
u u u
- —X - —2.x' t-0- —2.x' t'- > X
C _ C _ C
®t-0= =
1- Bl a0
G~ G-~ c——+ —=+
eCg eCg éCg eCg
t- Lx
En definidas cuentas se tiene: t'= #2
al 0
1-¢c—=+
&c o

Para ver la relacion entre las coordenadas espaciales x y X’, consideremos la
siguiente figura

ut

2PN

Z Sistema K z Sistema K'

si el sistema K’ se desplaza con respecto al sistema k con una velocidad u (lo
gue es lo mismo que afirmar que el sistema k se desplaza con respecto a K’ a
una velocidad —u), se tiene, en definitiva, que una distancia x’ medida en el
sistema K’, seria medida desde el sistema K como
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’ .2
X'..|1- 8‘”—9
eCg

asimismo, esa distancia, representada en la figura, para un observador
situado en el sistema K se calcularia por x — ut, por tanto, se tiene que es

.2
X- ut =x'1fl- 3‘29
eCgo

Y, finalmente X=

Si llamamos f= -

10
eCg

1-

la transformacidén de Lorentz encontrada se puede expresar por

X' =f (x- ut)
y=y
Z'=2z

t=f (t- —x)
C

diferenciando y dividiendo, podemos obtener la transformaciéon de Lorentz
para las velocidades:

i

:v _ oX_  dx-udt _ Vv, - u

: dt dt- izdx 1- iz.vX

5 C c
jdx = f (dx- udt) ! o
I = i V,.[1- ¢—=
I’dy: dy ® tV = ﬂ: dy = ’ gCﬂ
- ST me T,
pdt = (&t Sax? &Y, ¢
i e C g j >

! v 1’1- g&lo

. _ dz _ dz ‘ co

lz — G~ -

i a1 @ Yad 1Yy,

1 g cC o c

Cambiando u por —u se obtienen las formulas inversas:
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i

':'v _ dx_  dx+tudt _ v, +U

: ot dt+ izdx 1+iz.v'X

i ’ —
i a8l §
: v, |1- &9
P -
Y dt u o u
I +—=.dy= 1+—=w,
i fg%jt c? dyﬂ (N
i .2
! v, [J1- &9
T, _ dz_ dz | &cp
v, = d__ u " u

! bt 1+,

1 e C g c

Las formulas anteriores, que describen la transformacion de Lorentz para las
componentes de velocidad, encontraron evidencias experimentales en los
trabajos de medicidn que habian sido realizados por Fizeau (Armand H.L.
Fizeau, 1819-1896) a mediados del siglo XIX, y, posteriormente, en las
mediciones realizadas por otros investigadores. Se ha medido,
concretamente, la velocidad de la luz en el interior de un fluido movil
(sistema K", con indice de refraccién dado por n, propagandose con velocidad
V; = Cn, con velocidad u para el fluido, verificAndose estas formulas con gran
exactitud.

En el caso particular del vacio, que tiene indice de refraccion n = 1, se tendria
que

y=Coo . o Ctu _c+c _
“n uc c?
:|_+—2 1+ =—
(o c?

Resultando la misma medida para la velocidad de la luz desde el sistema K
fijo que desde el sistema K’ movil.

4.2. Expresion matricial en el espacio de Minkowsky:

El espacio de Minkowsy (Hermann Minkowsky, 1864 -1909), es un espacio
pseudoeuclideo que resulté ser muy adecuado para la realizacion de los
calculos que implicaban las férmulas de transformaciéon de Lorentz.

La idea basica es llamar “Punto de Universo”, o suceso del espacio de
Minkowsky a un suceso que ocurre en el punto espacial (X, v, z) y en el

tiempo t. En el espacio de Minkowsky se representara con cuatro
coordenadas, (X1, X2, Xa, Xs4), donde son X = X, X =Y, X3 = Z, X% = Ii.Cc.t,
siendo i la unidad imaginaria de los niUmeros complejos.

Si consideramos las férmulas de Lorentz:
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xX'=f (x- ut)
y=y
zZ=z

t=f (t- —.X)
C

Se tiene que, en la notacion de Minkowsky, serian, llamando b = % :

X=f(x-ut)® x'=fx-fut=f.x-f .u'_it =f x+if . Lict =f X, +ifbx,
ic c

Y=Y=X,

Z’=z=X

3

t=f (- L0 ® t=ft-f Ibx®ict=fict- ic.2fbx=-ibf x +fx,
C C Cc

O sea:
x, =f.x +iflx,
X, =X,
X; =X,
X, =-i.bf.x +f .x,
Que, en forma matricial:
ax, 0 f 0 0 ifboex 6
(; e Q TQ -
QXZ?:Q 0 10 0 +(;X2+
- 0 01 0%
&5 Eibf 00 f p

4.3. Caracter rotacional de la transformacion:
Si hacemos ib =tgj se tienequees- b?=tg? ,.
Por tanto, sera:

f 1 = 1 = COosj

S 1-b? 1etgl
ibf =tgj .cog =sen;

Con lo cual, la ecuacidon matricial resulta expresable asi:
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83(19 gecosj 0 0 senj 989(19
¢er_¢ 0 1.0 0 g%+
“x2 0 01 0 %
éx"l; § senf 0 O cog ng“}

En definitiva, se trata de la matriz de un giro o rotacion en el plano (X1, X4).

x4l
Xy
P X3
'L
*
siendo | :arctgi?u un angulo que depende de la velocidad relativa u entre

ambos sistemas inerciales K y K’. Al ser una rotacién, se conservan los
modulos, por lo que resulta que es invariante en todos los sistemas inerciales
la expresion

X2

]

Qo

f=rr=
1

4.4. Cuadrivectores:

Por analogia con las férmulas de la transformacion de Lorentz, podemos
definir un cuadrivector como un conjunto de cuatro niumeros (M1, My, Mz, My)
qgue, en una transformacidon entre dos sistemas inerciales K y K’ se verifican
las féormulas:

M, = f(M+ibw,)
'?M'z = M,
iM; = M,
i, = r i)

dondees b => yf =41-b?
c
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4.5. El cuadrivector de D’Alembert:

El operador vectorial de D’Alambert, expresado en el sistema de referencia K
es

R®1 11 10
&, T, % T 5

y expresado en el sistema de referencia movil K’ es:

N':?(l+ibi),i,i,f(_ibl ig
T T T Tix > ™% g
por lo que resulta ser un cuadrivector, en € sentido definido en & pérrafo anterior.
Esto nos indica que su cuadrado es invariante en todos los sistemas inerciales de

referencia:

APPSR U GO PR GV GO O O

A AT AR A A YK = v

por lo que la velocidad de radiacion en el vacio es igual en todos los sistemas
inerciales.

5. Magnitudes:

5.1. La Invariancia del Intervalo:

Para dos sucesos infinitamente préximos del espacio-tiempo de Minkowsky
(X3 X0 X3, %) Y (X +dX, X, +dX,, X +dXg, X, +dX,)
la variacioén viene dada por el cuadrivector
dl =(dx, dx,, dx, dx,)=(dx dy, dz, icdt)

El intervalo o arco entre ambos sucesos proximos se define como

4
ds? =-dlI?=-§ dx? =-dx® - dx? - dx? - dx3=-dx?- dy?- dz? + c*dt?

i=1

qgue es, por consiguiente, invariante en todos los sistemas inerciales, es decir
ds? = ds?.

Para dos sucesos o acontecimientos cualesquiera:

(00 % X %)y B X X x)

elintervaloes: §, =- é4 (X - X)?=c?(t-t)?- ((X'- X)? +(y-y)* +(z- 2)2)

i=1
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Pueden darse varias situaciones con respecto al intervalo entre dos
acontecimientos o sucesos:

2 &, >0:

en este caso es c’(t-1)% > ((x'- X)? +(y-y)* +(z- z)z), es decir, el espacio entre
ambos sucesos es menor que el espacio que recorre la luz entre ambos
instantes. Pudiera existir, segun esto, un sistema modvil K que tuviera su
origen en el primer suceso en el instante t y luego llegara a tener su origen en
el segundo suceso en el instante t’, es decir, pudiera existir un sistema movil
K’ en el que ambos sucesos ocurrieran en el mismo punto. En tiempos
diferentes, claro. A estos intervalos se les llama temporales.

b) s5, =0

en este caso, ocurriria que c*(t-t)? = ((x'- X)? +(y-y)* +(z- z)z), por lo que para
gue un sistema movil K’ pudiera estar en el primer suceso y luego en el
segundo, tendria que moverse a la velocidad c de la luz.

c) s5<0

En este caso es c?(t-1)° < ((x'- X)? +(y-y)* +(z- z)z), y el espacio es mayor que
el que recorreria la luz en la diferencia de ambos tiempos. Es imposible que

pueda existir un sistema movil K’ en el cual ambos sucesos puedan ocurrir en
un mismo punto del mismo.

Imaginemos, en este ultimo caso, que el primer suceso ocurre ahora y aqui,
en la Tierra, y el segundo suceso ocurre dentro de 15 minutos en el planeta
Saturno. Para que un sistema moavil que tenga su origen ahora en el primer
suceso y dentro de 15 minutos lo tenga en el segundo, debe viajar desde la
Tierra hasta Saturno en solo 15 minutos, lo cual es imposible, pues la luz
tarda méas de una hora en hacer ese recorrido. Estos intervalos son los
llamados espaciales.
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En la figura se ha coloreado en rojo la zona en la que tienen lugar los sucesos
de intervalos espaciales, es decir sucesos que no pueden ocurrir nunca en el
mismo lugar, de ningudn sistema de referencia.

Tanto en las zonas correspondientes al futuro, como al pasado (se han
colocado sucesos P y P’ respectivamente), los sucesos o acontecimientos se
encuentran en la linea hiperbdlica de ecuacién

c?t? - r? =constante
(siendo r? = x*+ y* + %)

debido a la invariancia del intervalo. Las asintotas de estas hipérbolas son las
rectas de ecuacionesr = =c.t.

5.2. La cuadrivelocidad:

Si un sistema K' se desplaza con respecto a otro sistema K, el intervalo de

tiempo medido entre dos puntos de la trayectoria de K' con respecto aK es
propio si se mide desde el sistema K', Dt, e impropio, Dt;, si se mide desde el
sistema K, verificandose, como sabemos de la pagina 5, que

Dt :L

-l
eCg

y, por otra parte sabemos que el cuadrivector de posicion de K' con respecto
de K es, medido desde del sistema K

Dr =(Dx,, Dx,, Dx,, icDt)

Se define el cuadrivector velocidad del sistema K' con respecto al sistema K
como el cociente de dividir el desplazamiento medido en el sistema en reposo
K, por el tiempo propio, medido en el sistema K'.

O sea:
® 0

dr dx, dx, dx, icdti T

¢
. :
dt. ’ 2’ 2 ’;_
i G RIE a0 a0 ;
dt. dt..|1- c—= dt..[1- &= dt..[1- -
g '\J oo '\J &co '\J &c o \j Co p

fﬂixl d, dx ,CQ_

El moédulo del vector cuadrivelocidad es:

V=

(ul,uz,ug,ic)

QIO
QIO
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1 u?- c?
v? :—(uf+u22 +u? - 02)2—2-02
.2 2 2
a0 c-u
1- ¢+ —
eCg c

5.5. Accién y Lagrangiana:
a) Accion:

Si asociamos a cada particula o sistema de particulas p el escalar mq,
coeficiente de inercia medido en el sistema propio, solidario a la misma,

podemos definir la Accidon de la particula en un intervalo de tiempo t; - t;, por
laintegral:

N
S=- mocQz ds
donde esds el intervalo infinitesimal.

Sustituyendo la expresioén del intervalo:

t t

S=-mecglc’dt? - dr* =-mycg

4 4y

t 2
=-m,.c’)[1- 8&1—9 at
2\ éco

b) Lagrangiana:

La Lagrangiana de una particula o sistema de particulas p en movimiento se
puede definir a partir de la accion como la funcién L tal que

|9
S= gyt
1

identificando con la expresién de la accion:

.2
L=- mocﬂfl- 83149
eCg

5.4. Cuadrimpulso: Impulso y Energia:

Se llama cuadrimpulso al cuadrivector

oFL L A
P e W WG
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donde es L la lagrangiana, y son X, X,,X;, X, , las componentes de la velocidad.

El vector impulso se define como el vector de componentes las tres primera
componentes del cuadrimpulso:

I T Y
& W T
y siendo:
JE;:_E_g_nbczfl-gﬂg =8 =123
ﬂxl ﬂxl & eCg @ 1- 83_19
eCg
por tanto:
.
. 1- ¢~
eCg eCg
y si llamamos m= LZ se tendra, finalmente, que p=mu
JL?Q
eCg

5.5. Energia:

La funcién de Hamilton o energia total de una particula o sistema p, de masa
mp Yy velocidad u, se define por

L
E=u.ﬂ—- L

qu

por tanto:

E—uﬂge &megg fj.wg—u mu +02La@—
“Uqug M o Y By T T e
e ) .

208
Q I-O

__mpu + . myC
[ g 25 | o
1-¢—= 1-¢—= 1-¢—=+
eCg eCg eCg
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m

2

a0

1- ¢—=
Ty

la expresion de la lagrangiana sabemos que es, para un sistema cerrado en

campo constante, expresable por la diferencia entre una funcién homogénea
cuadratica Tde la velocidad y una funcién U de las coordenadas:

y si llamamos m = , se tendra, finalmente, que E = mc?

L=T(x)-U(x)

aplicando el teorema de Euler para las funciones homogéneas:

iL_, T
W
por tanto:
E:u.ﬁ- L=2T-(T-U)=T+U
fu

Es decir, la energia total se descompone, en campos conservativos,
aditivamente en dos partes, una parte que es una funcidn cuadratica de la

velocidad, es la energia cinética T, y la otra parte, que depende de la posicion
del sistema, es la energia potencial U.

mc?=T +U
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