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1. DEFINICIONES:

Definicion 1.1.

Se llama categoria a toda clase, x, tal que todo par ordenado, (a,b), de sus
elementos tenga asociado un conjunto.

Los elementos de la clase x se llaman objetos de la categoria.
Los elementos del conjunto asociado al par ordenado de objetos (a, b) se llaman

morfismos de dominio a y codominio b, Se representa por (a,b)x el conjunto de
todos los morfismos asociados al par (a,b) de la categoria x.

Una categoria tal que la clase de sus objetos es un conjunto se llama pequefa
categoria.

Definicién 1.2.

Se llama funcién-objeto de la categoria x en la categoria X a toda funcién Fy de xen
X.

O sea:
Fo funcién-objeto de la categoria xen la categoria X «
« rel Fp U("a,a’,a”)((@,a)1 FpU@a) 1 Fp®a =a”) U
UG@T xUaTlxUa'l x)

Si(a, @)1 Fo , representaremos por a’ = Fy a.

Se llama funcién-morfismo covariante asociada a la funcién-objeto Fg, definida de la
categoria x en la categoria X, a toda funcién F,; de (a, b)x en (Fg a, Fob)y.

O sea:

Fm1 funcion-morfismo covariante asociada a Fg «
« rel Fni UC'FP,YEDT Fn UEP) T Fni ® P =) U
UFET (a, b)y UFPT (Fpa, Fob), U T (Fo a, Fob)y)

Se llama funcién-morfismo contravariante asociada a la funcién-objeto Fy, definida
de la categoria x en la categoria X, a toda funcién F,,, de (a,b)x en (Fo b, Fga)y.

O sea:
Fm2 funcién-morfismo contravariante asociada a Fg «
« rel Fmp UCRE,)YED)T Fro UEFP) T Fro ® £ =) U
UGET (a,b)y UFT (Fob, Foa)y U f° T (Fo b, Foa)y)
Definicion 1.3.

Se llama funtor covariante de la categoria x en la categoria X al par formado por
una funcién-objeto y una funcidon-morfismo covariante asociada.
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Se llama funtor contravariante de la categoria x en la categoria X al par formado
por una funcién-objeto y una funcién-morfismo contravariante asociada.

Representamos en general:
Funtor covariante: (Fo, Fm1)
Funtor contravariante: (Fo, Fm2)

Definicion 1.4.

Una categoria X e dice subcategoria de otra categoria x, si, y solo si, se verifica que
1) % 1 x

2) (@,b)o 1 (a,b)x "a,b) T x.

Definicion 1.5.
Una categoria X’ se dice opuesta de otra categoria x si, y solo si, se verifica que
1) XP = x

2) (a,b)x = (b,a)

Definicién 1.6.

Un objeto | es un gbjeto inicial de la categoria x si, y solo si, para todo objeto a de x
existe un uanico morfismo f1 (1,a)y

O sea:
I T xes objeto inicial de x « ("a)(al X)($f tnico)(FT (1,a),)
Un objeto F es un objeto final de la categoria x si, y solo si, para todo objeto a de x
existe un Gnico morfismo f1 (a,F)y
O sea:

F1 xes objeto final de x « ("a)(al X ($f anico)(f 1 (a,F)y)
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2. LOS AXIOMAS DE BIRKOFF-MCLANE:

El sistema basico de los axiomas de Birkoff y McLane consta de cuatro axiomas
referidos a categorias y de dos axiomas que se refieren a funtores.

Axioma 1: Axioma de la existencia de los morfismos:

Para todo par de objetos de una categoria existe un conjunto de morfismos
asociado.

(" a,b)(al x,bl x,$(a,b), UC(a,b),

f1 (ab), f:a®b

Axioma 2: Axioma de composicion de morfismos:
Para toda terna de objetos, a, b, c, de una categoria x existe una ley de

composiciéon que asocia un unico morfismo de (a,c); a cada par ordenado de
morfismos del producto (b,c), x (a,b)x.

(" f,9)(f1 (b,c),,g1 (ab),,$hi (ac) unico/ fog = f)

f1 (bo),,91 (ab),,hl (ac),

Axioma 3: Axioma de Asociatividad:

La ley de composicion de morfismos es asociativa.

("ab,o)(f1 (b0),,gl (ab),,hT (d,a),,(fog)oh = fo(gch))

tn L L] W] f [ 52
A1 R
-’__/" =,
fog
g % ltogion 9 ~goh ofgoh)
o . :
s \‘-\ ;
,f"ﬂf | M\"\
a h d = h d

(fogloh = folgah)
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Axioma 4: Axioma del morfismo identidad:
Para todo objeto a de una categoria x existe al menos un morfismo, L, que tiene el

objeto a por dominio y también por codominio y es elemento neutro respecto de la
ley de composiciéon de morfismos.

"al x$1,1 (aa),/|(fol, = f,"f1 (ab),," bl x)U(l,og=9," g1 (c,.a),," ci x)|

Axioma 5: Axioma funtorial sobre identidad:

Dadas dos categorias, xy X, la funcién F: x ® X y un objeto cualquiera, a, de la
categoria x, se cumple que la identidad Irx coincide con Fy,.

(" a)(al x,Fl,

*/\ n

Hx__m_ f,/

o ——

Axioma 6 (1): Axioma del funtor covariante:
Dadas las categorias xy X, y el funtor covariante F: x ® X, se tiene que la

composicion de las imagenes de cualquier par de morfismos coincide con la imagen
de la composicion de los mismos en el orden dado.

(" f,9)(f1 (bc), Ugl (ab),,F(fog) = F(f )oF(g))

Fal 4
L Ffroin / Fin) = Fireg) = FitkoFTg)
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Axioma 6 (2): Axioma del funtor contravariante:
Dadas las categorias xy X, y el funtor contravariante F: x ® X, se tiene que la

composicion de las imagenes de cualquier par de morfismos coincide con la imagen
de la composicidon de los mismos en orden contrario del dado.

(" f,o)(f T (bc), Ugl (ab),,F(fog) = F(g)oF(f))

Fir ] Fo
.

g 4 “Fih| = Fitog) = FlgkaFf|
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3. ALGUNOS TEOREMAS BASICOS:

Teorema 3.1.

"al x,$lautnico
En efecto:

Supongamos que hay dos morfismos identidad. Se tiene:
laola=laola=la="la
Teorema 3.2.
Todo conjunto ordenado P puede considerarse una pequerfia categoria.
En efecto:
Sies P={a, b, c, ... } un conjunto ordenado, sus morfismos se pueden definir asi:
¥ = {f} U x££y

xy)x =f 0 x>y

puestoquesi x £y U y £ x b x = vy, se tiene
xxX)x = {3}
.y« = {3}

Teorema 3.3.

Toda pequefia categoria, x en la que cada conjunto de morfismos es una clase
unitaria y todo morfismo invertible es la identidad puede considerarse un conjunto
ordenado.

En efecto:

Sea P el conjunto cuyos elementos son los objetos de la categoria:

P = {a, b, c, ... }. Definimos en P la relacion “£” del modo siguiente:

Xyl P, xEy« (x,y),t F

tal relaciéon en P es de 6rden:

- Es reflexiva:

"xI P, $i, T (x,x), ® (x,¥,* F

- Es antisimétrica:

® f,g morfismosinversibles® f =g =i (i :identidad) ®

® il (X%, =(Y,y), ® x=y

- Es transitiva:
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L. IXEY® (xy), ={f}* F

i
Xyl P, ® (x,2), =1fogs* F ® x£ z
y : {g}+ F (x,2), ={fog}

Ay£z® (y,Z)x

Definicion 3.1. (Definicién de isomorfismo)

a) Sea x una categoria. Se dice que f 1 (a, b), es un isomorfismo sii
existe otro morfismo g 1 (b,a), tal que fog = iy y gof = iy. O sea:

f1 (a, b)yisomorfismo « $ g1 (b,a),/fog =i, Ugof=i,

b) Dos objetos, a, b, de la categoria x se dice que son isomorfos, sii
existe un isomorfismo f1 (a, b), O sea:

a, b1 xisomorfos « ($f)( f1 (a,b)xU f isomorfismo)
Teorema 3.4.
Si un morfismo, f, admite inverso, g, tal inverso es unico.
En efecto:
Supongamos que hay dos inversos, g1, Y 0z2:
9..9,1 (@), / fog, = fog, =i, Ug,of =g,of =i, ® g,0(fog,) = g,0(fog,) ®
® (g,0f)og, =(g,0f )og, ® i,09, =i,09, ® g, =g,
Definicidn 3.2. (Definicion de monomorfismo)

Un morfismo m T (a, b)y es un monomorfismo sii se cumple que mof = mof’ ® f =
f’, siendo f y f morfismos de (b, a)«. O sea:

mi (a,b), monomorfismo® (" f,f')(f1 (b,a), UfT (b,a), ® (mof =mof'® f = f'))

Teorema 3.5.
m T (a, b)x invertible por la izquierda ® m monomorfismo
En efecto:
sea m 1 (b,a), /mom=i,® ("f,f,)(f,1 (ba), Uf,T (ba), Umof, =mof, ®
® mo(mof,) = mo(mof,) ® (mom)of, = (mom)of, ® f, = f,
Definicion 3.3. (Definicion de epimorfismo)

el (ab), epimorfismo® (" f,f')(f1 (b,a), UfT (b,a), ® (foe=f'oe® f =1f"))

Teorema 3.6.
e 1T (a, b)x invertible por la derecha ® e epimorfismo

En efecto:
sea 1 (b,a), /eog =i, ® ("f,, f,)(f,1 (b,a), UfT (ba), Ufoe="f,0e®

® (f,0e)oe =(f,0e)oe ® f,o(eoce )= f,0(e0g)® f, =1,
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Teorema 3.7.

a) Si en una categoria existen dos objetos iniciales, son isomorfos.
b) Si en una categoria existen dos objetos finales, son isomorfos.

En efecto:

a) Sean | y T dos objetos iniciales de la categoria z :

($f,, f, unicos)(f, 1 (1,8), Uf,1 (T,a),)® ($h,h)(hT (T,1), UNT (1,T), U

. . i f, =(f,oh")oh= f,o(h'oh)® I, =h'oh

Uf,=fohUf =foh)® i ® h'oh=
i f, =(f,oh)oh'= f,o(hoh') ® |, = hoh'

=hoh'=1, =1, ® h,h'inversbhles® hh'isomorfisnos® |, T objetosisomorfos

b) Analogamente, en el caso de dos objetos finales.

Definicion 3.4. (Funtores isomorfismo, monomorfismo, epimorfismo)

a) Un funtor isomorfismo es un funtor para el cual la funcién-objeto y la funcion-
morfismo son biyecciones.

b) Un funtor monomorfismo es un funtor para el cual la funcion-objeto y la
funcién-morfismo son inyecciones.

¢) Un funtor epimorfismo es un funtor para el cual la funcién-objeto y la funcion-
morfismo son suprayecciones.

Teorema 3.8.

Dados dos funtores, F:x ® X y G: X ® Xx’, la funciéon compuesta GoF:x ® X’ es

un funtor covariantes si F y G tienen la misma variancia (ambos son covariantes o

bien ambos son contravariantes), y es un funtor contravariantes si F y G tienen

distinta variancia (uno es covariante y el otro es contravariante).

En efecto:

- Bastara hacer una comprobacioén trivial, tanto con la funcién-objeto de cada

funtor, como con la correspondiente funcién-morfismo, en los cuatro casos
posibles: que ambos funtores sean covariantes, que el primero sea

covariante y el segundo contravariante, que el primero sea contravariante y
el segundo covariante, y, finalmente, que ambos sean contravariantes.

Definicion 3.5. (Categoria producto)

Se llama categoria producto de las categorias xy X a una categoria cuyos objetos y
morfismos se definen de la siguiente manera:

- Los objetos X son los pares ordenados (x, x’) donde xI xy x’ T x:

xxx ={(x,x)/xT xUxT x}

MARCHENA, ABRIL 2001 DIVULGACION DE LA MATEMATICA EN LA RED 9




CARLOS SANCHEZ CHINEA INTRODUCCION A LAS CATEGORIAS Y FUNTORES

- Los morfismos f, T (X, Y)uxx » con X = (X, XDx » Y = (¥, Y)uxx» sON los pares (f,
) donde f1 (X, y)x P 1 (X, y)«:

F1OGY ) ® Fo ={EF)FT (), UFT (X, ¥), UX = (6,X) oo UY = (V,Y") 0}

cumpliendo la ley de composicion:

fxg, = (f,f)o(g,9) =(fog,f'og)

Teorema 3.9.
Se verifican los axiomas B-M para la categoria producto.
En efecto:

- Es una comprobacion trivial.

Definicién 3.6. (Funtor producto)
Se llama difuntor o funtor producto de los funtores

F: x ® X’
G: X® X

al funtor

H=FXG: xxx ®X’
Teorema 3.10.
Se verifican los axiomas B-M para el funtor producto.
En efecto:

- Es una comprobacién trivial.
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