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ECUACIONES LINEALES EN DERIVADAS PARCIALES. CARLOS S. CHINEA

1. INTRODUCCION:

1.1. DE PRIMER ORDEN:

Se llama ecuacidn en derivadas parciales lineal de primer orden a una ecuacion
funcional de la forma

n

o) ﬂU _

af (xl,xz,...,xn,u)—— g(xl,xz,...,xn,u) [1.1]

i=1 1%
Siendo u funcién no conocida de las n variables x;, %, ..., %, Yy las funciones fiy g
dependen de todas las variables X1, Xz, ..., Xy, U.

. : _ S
Es corriente también para [1.1] la notacion g [fi Di]u = g(Xl,XZ,...,Xn,u).
i=1

Si es f(xl,Xz,...,Xn,u)ZO una solucién implicita de la ecuaciéon anterior que depende

implicitamente de u, esto es, que Tt wu 1 0, se tiene que es
IF _IF flu _
I ‘ﬂu X,

por lo que podemos despejar
qf
Ju_ . ﬁ
T, 1f
Z
n ﬂf
u)

g f
af (%00 X5 1eees X, ﬂ7+g(xl X U)Eu

y al sustituir en [1.1] obtenemos
0

resultando, pues, una ecuacidon lineal en derivadas parciales para la funcidn

f (X, X, 0 X, )

Esto quiere decir que se verifica, para cada una de las funciones de la ecuacion
diferencial el llamado sistema diferencial caracteristico de la ecuacidon en
derivadas parciales:

Si se conocen n integrales primeras distintas de la ecuacién diferencial [1.1]:
f,f, .. f,

podemos escribir la solucién general de la misma como F(f, f,, .., f,)=0, en Ia
forma implicita.
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1.2. DE ORDEN SUPERIOR AL PRIMERO:

Son ecuaciones diferenciales de la forma

1%u

6] —
A 6%, %, U) == = 9(%, X0 X, )
al A ﬂX|
donde las funciones que intervienen, fi y g, lo son de las variables x;, X2, ..., Xn .

La ecuacién diferencial lineal se dice homogénea, si es ¢ ° 0, caso contrario diremos
que se trata de una ecuacion completa.

Puede emplearse aqui también la notacién:

b LU

e £,D" gu=g(X, X, X,,U)
u

aia
o, de forma mas breve, puede escribirse como

D

o

f.D®

a |

L[u] =(g, dondees L=

@‘33
oo o

A

El operador L asi introducido presenta algunas propiedades elementales que permiten
actuar de forma muy precisa en el estudio formal de estas ecuaciones:

1) Es lineal, pues debido a la linealidad de la derivada parcial es:

r
o

D

LaA C. U,

®

= é. G L[uk]
k=1

®
o\

k=1

2) Si se conoce una solucién particular, u;, el cambio U =u; tv transforma a la
ecuacion completa en una ecuacion homogénea:

Llul=L|u, +v|]=L|u,|+L[V]=g U Lju,|=g P L[v]=0

3) Cualquier combinacién lineal de soluciones de la ecuacibn homogénea es
también solucion de la ecuacién homogénea:

. R ég
u; soluciones, j=12,..s U"c, | RP Léé C,u;

s :éCjL[uj]:éCJ.OZO
éi=1 =1

=1

oOCNC/

4) S es U :u(xl,Xz,...,Xn;Sl,Sz,...,Sn) una solucién multiparamétrica de la
ecuacion homogénea, entonces la expresion integral siguiente es, también, una
solucién de dicha ecuacién

W= NS 1S 51 S )UK, Xy 0, X3S 1S 510, S, )0S DS 5. 0S|

cualquiera que sea la funcibn N de los parametros. Esto ocurre por el caracter
conmutativo de la diferencial, ya que
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Lw] = N(S..S 5,8, ) L[u(X, X, 1000, X, 151,858 )]0, dS ,..dS |, =
= ON(s,;S;--S,)0ds ds,..ds, =0

1.3. DE SEGUNDO ORDEN:

No resulta posible en general integrar la mayoria de los tipos de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales, sin embargo, las técnicas que se manejan en
estos estudios tienden a expresar, en casos particulares sencillos, la integral mas
general con la ayuda de funciones arbitrarias.

Esto indica que, aun cuando hayamos escrito la solucién general de una ecuacién en
derivadas parciales de segundo orden, es necesario, para resolver el problema,
adaptar esta solucion general tanto a las condiciones iniciales como a las condiciones
en los limites de la integraciéon, adaptacion no siempre de naturaleza sencilla.

Consideraremos en esta seccion ecuaciones lineales en derivadas parciales de segundo
orden con solamente dos variables independientes, x e y. Usaremos, entonces, la
expresion

Tz, T2z Tz 9z T
R—+S +T—+P—+Q—+Zz=F(X,
W TRy oy vy

que, abreviadamente escrita, es
R +Ss+Tt+Pp+Qq+Zz=F(X,Yy)

donde hemos simbolizado:
1%z < ’z 1%z Tz q_‘ﬂz
G Txy’ Ty*’ x Ty
y también podemos usar la simbolizacion siguiente:
2 2 _

(RDZ+D,D, +TDZ +PD, +QD, +Z)z=F(x y)
0, mas abreviadamente, f (Dx , Dy)z =F(X,y), donde es f (Dx , Dy) un polinomio
simbdlico cuyos coeficientes son funciones de las variables x e y.

También aqui llamaremos ecuacién incompleta u homogénea a esta ecuacion si se
verifica que F(X,y) =0, o bien, ecuacion completa o no homogénea si se trata de

una ecuacion en la que F(x,y) ! O.
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2. SOLUCION DE LAS ECUACIONES CON COEFICIENTES CONSTANTES

2.1. SOLUCIONES DE LAS HOMOGENEAS.
2.1.1. Las homogéneas reducibles:
Se denominan ecuaciones lineales en derivadas parciales homogéneas reducibles, a
aquellas ecuaciones lineales, de cualquier orden, en donde el operador diferencial del

primer miembro puede descomponerse en factores de primer grado simbdlico, es
decir, en derivadas parciales de primer orden.

Esto es, ecuaciones P[Dxle2...DanZ =0 que se puedan expresar de la forma:

b o) 3 0 3 o b o) % t‘)
¢, + 3 aD, %, +a bD, .8 +§ 9D, 2=0
e k=1 3] k=1 ze k=1 Q

2.1.1.1. Ecuaciones de segundo orden:
En el caso de ecuaciones lineales de segundo orden, con dos variables, x e y:
(RDZ +D,D, +TDZ +PD, +QD, +Z)z=0

seran reducibles si podemos expresarlas de la forma

(8 +a,D, +a,D, )b, +b,D, +b,D,)z=0
0, equivalentemente, de la forma

(bO +bD, + bZDy)(a0 +aD, +a, Dy)z =0
La primera ecuacién se satisface para (bo +bD, + szy)Z =0, y la segunda,

anadlogamente, para (ao +a1Dx+a2Dy)z=O, ambas ecuaciones diferenciales de

primer orden que podemos resolver actuando sobre su correspondiente sistema
diferencial caracteristico:

En la primera: bOZ+b1_ ﬂZ =0, se tiene: % :Q =- E
b, b,z
Tz ﬂ—=O,setiene: X &_ &2

En la segunda: a,Z+a,—+ g,
™y a a, a2

De donde obtenemos, respectivamente:

by- bx=k, z=k.e bl
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ay
- OX

ay- a2X:k21 Z:kzze -
donde las k;,,k;,,K,,,K,, son las constantes arbitrarias de la integracion.

La integral general de cada una de estas dos ecuaciones de primer grado simbdlico
podemos expresarlas, en definitiva, por

b
__OX

Z=€ . jl(bly' bzx) z=e ™ J 2(a1y' azx)

siendolas j , y ] , funciones arbitrarias.

2.1.1.2. Generalizacion:
La solucién general puede expresarse, entonces, por

by B,
zZ=€ . J 1(b1y' bzx) +e ™ ] 2(a1y' azx)

Podemos generalizar este resultado para cualquier otra ecuaciébn en derivadas
parciales homogénea reducible, con dos variables y con cualquier grado n para el
polinomio simbdlico del primer miembro:

(alo + alle + alZDy)(aZO + aZle + a22 Dy )"'(anO + anlx + a'n2 y)Z = O
Y la solucién general de cada una de las n ecuaciones de primer grado simbélico:
B0
[— — Aj1s
(ajO +a,,D, +aj2Dy)Z—0b z=e "] ,(@,y-a;,X)

Por lo que la ecuacién de grado n tiene por soluciéon general:

aj0

1]
_ 9 Qi -
z=ae JlJ jx (ajly' ajZX)
j=1

2.1.1.3. El caso de factores simbodlicos iguales:

Si hubiera factores simbodlicos iguales, o bien con los coeficientes proporcionales, la
expresion total anterior tendria entonces menos de n funciones arbitrarias.

Asi, si es

(aDX +bD, + c)(aDX +bD, + c)z =0

llamando U = (aDX +bD, + C)Z, se cumple que (an +bD, + c)u =0, luego es ahora
C
Sy
u=e 2 j,(ay- bx), de lo cual se tiene que es
C

(an +bD, +c)z e Exj ,(ay- bx)
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es decir, podemos escribirlo como
VA 4
aﬂ— +bﬂ— =e?
ix Ty

cuyo sistema diferencial caracteristico es

integrando las dos ecuaciones diferenciales:

- de igualar los dos primer miembros: % :ﬂ ® ay- bx=k;
a
- de igualar el primero con el tercero:
dx dz dz 1 -3x c dz c_ 1 -3x
S @ e (k) - —2®@ 4=z 7] (k)
-ox. dx a a dx
e®jq(k)-cz

se obtiene, pues, la ecuacion diferencial completa de primer orden

2+82=16% (k)
a a

podemos escribir, entonces, una integral general de la homogénea:

C
- =X
Z,=ke?

y una integral particular de la completa:
Zy = _e 1(k )
a

. é

por lo que la solucién generales z=eg @ k +— e aj (k) = e 8 +— j 1(k )H

Ly

que podemos escribir como z=¢€ 2 [Xj (ay-bx)+j ,(ay- bX)]

El procedimiento se generaliza facilmente a ecuaciones que presenten la forma
(aD, +bD, +cf z=0 k>2

dando como solucién

zzeix[xk'lj (ay- bx) +x<% ,(ay- bx)+..+j (ay- bx)]

o bien, por analogia, si se prefiere la expresion en la variable y:

DIVULGACION DE LA MATEMATICA EN LA RED
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z=¢ [y (ay- bX) + Y5 ,(ay- bx)+..+] , (ay - bx)

2.1.2. Las homogéneas irreducibles:

Aunque no es en general posible obtener soluciones generales si la ecuacién no puede
ser reducida a factores lineales, si es posible obtener soluciones particulares de forma
exponencial.

2.1.2.1. Para dos variables independientes:

Asi, para ecuaciones f(Dx,Dy):O, en donde los términos son de la forma aiJ.DiDj

puede hacerse, por analogia con el procedimiento de resolucibn de ecuaciones

diferenciales ordinarias, en las que se ensayan soluciones de la forma €%, lo
siguiente:

ax+ by

ensayemos una solucion de la forma € , obteniendo

a,D,D)e""™ =ga'b'e™™ =f (@,b)e™"™

por tanto

f (Dx’ Dy)Z =0® f (DX, Dy)eax+by =f (a’ b)eax+by -0

Aparecen, asi, tantas soluciones como pares de nameros (a,b) tales que f(a, b) =0.
En general, infinitos.
2.1.2.2. Generalizacion:

Si no son dos variables, sino tres o mas:

f(D,.D,,....D, ) =0

1 H ax+by+..+ .
Obtendriamos tantas soluciones de la forma € Y ' como n-plas de ndmeros

(e, b,...,g) cumplieran f(a, b,...,g) = 0, generalmente infinitas.

2.1.2.3. El método de separaciéon de variables:
Supongamos la ecuacién diferencial
2 2 —
[ab,? +bD,? +cD, +dD, + eji = 0
donde la funcion u es de variables separables: U = u(X,y) = f(X).f(y)

se tiene, entonces:

Du =M = £ (x).9() D2 = 1Y (%) g(y)
% X

DIVULGACION DE LA MATEMATICA EN LA RED MARZO 2003 8
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ﬂu 2 ﬂzu "
D,u =2 = f(x).g D2 = 14 = £(x).
yu Ty (x).9'(y) v =1y (x).9"(y)

y la ecuacion diferencial queda en la forma:

af"(x).g(y) + bf (x).g"(y) + cf'(x).g(y) + df (x).g'(y) +ef(x).g(y) =0

dividiendo toda la ecuacion por f(X).g(y):

27O 9y FO) 4 90)
f(x) ay) f(x) ay)

con lo cual, separando las variables ahora en cada miembro de la ecuacién:

+e =0

LA CONNPN 3¢9 RSN« 1 ) B« (')
LLCO R (€] ay)  ay)
esto es, af"(x) + Cf'(X) e = - bg"(Y) - d g') _—
fO) () a(y) a(y)

por lo que podemos escribir dos ecuaciones diferenciales integrables por separado:

af"+cf'+tef = k.f ® af"+cf'+(e- k).f =0
- b.g"-d.g'=k.g ® b.g"+d.g'+te.g = 0

y la constante k puede tomar aqui, también, infinidad de valores.

2.2. SOLUCIONES DE LAS COMPLETAS

2.1.1. Ecuaciones con el primer miembro reducible:

Son ecuaciones completas de la forma f (DX Dy Dg) =F(x,Y,...,0).

La solucién general podemos expresarla como la suma de la solucion general de la
ecuacion homogénea, mas una soluciéon particular de la ecuacion completa.

En el caso de que el primer miembro sea reducible, la integracibn se consigue por una
reiteracién de integraciones de primer orden. Es el caso de que se pueda expresar de
esta manera para dos variables, por ejemplo:

(aiDX +hD, +C1)(a2Dx +b,D, +c, )...(aan +b D, +c, )z =F(xYy)
Efectivamente, si ponemos, para n = 3 y con dos variables:
(D, +bD, +c )(a,D, +b,D, +c,)@,D, +b,D; +¢,)z=F(xy)
haciendo (a,D, +hb,D, + Cl)(a3 D, +b,D, +c, )Z =uquedaria la ecuacién de primer

orden completa:
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(D, +1D, +c i =F(xY)
de la cual podemos hallar una solucién particular U,(X,Y), con lo que se tendria:
(asz + szz + Cz)(asDx + baDy + C3)Z = ul(X1 y)
Repetimos ahora el proceso con esta nueva ecuacion:

Haciendo (asDx + QDY +C; )Z = Vquedaria la ecuacién de primer grado completa:
(aZDx + b2D2 + CZ)V = ul(X! y)

de la cual podemos hallar una solucion particular V,(X,Y), con lo que se tendria:
8D, +b,D, +cyJz=v,(x.y)

y de aqui se obtiene, finalmente, la integral particular z de la ecuacidon completa,
mientras que la integral general de la homogénea, z4,, se obtiene en la forma indicada
en la seccion 2.1.1.

Por tanto, la integral general podemos expresarla como

2=2,+2

Este procedimiento es obviamente generalizable a ecuaciones con coeficientes
constantes y primer miembro reducible de un orden cualquiera y de cualquier niumero
de variables.

2.1.2. Ecuaciones con el primer miembro irreducible:
En este caso no podemos usar un método tan general como el de la reiteracion de la
seccion anterior, sino que, dependiendo de la forma de la funcion F(x,y) del segundo

miembro, resultara necesario actuar de forma diferente en cada caso.

Asi, podemos intentar la solucién de la ecuacién completa
f(DX,Dy)z = F(X,Y)
en casos especificos como los siguientes:

a) Si el segundo miembro es de la forma F(X,y) = k.e**®
-sif(@,b)t o0

En este caso podemos ensayar soluciones de la forma z = c.e®
tendria:

+b
*™™  con lo cual se

k

ax+ by - ax +by - ax+by -
f(DX, Dy)c.e c.e f(a, b) k.e ® c PYA (a, b)

y la solucién seria:
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7z = k eax+by
f(a, b)
- sif(a,b)=0
Ahora habria de ensayarse con una solucion del tipo zZ = C.X.eaX+by, con lo cual, se
tendria:

k
f(D ,D, )c.xeax*by = cxe™ f(a, b) + ce™ ™' (a, b)=ke™™ ® ¢ = e D)
* 2 f'. (@b
y la solucién seria:

k ax +by

z :f'a ia,bie

Analogamente, si también fuera 1“a (a, b)=0, se ensayaria en primer lugar la

ax+by

solucion de la forma Z = Cc.ye , Y si sigue persistiendo el problema, probariamos

ax+by

con z = c.X% y, en general, llegariamos a que si fuera f)’(@, b) =0, se

Kk +1 ax +by

ensayaria Z = C.X" '€

b) Si el segundo miembro es de la forma F(X,Y) = m.sen(ax + Q/)+ n.cos(ax + bj)

Se ensayaria, en principio, solucién del tipo Z = k.sen(ax + by) + |.COS(aX + by) y
si fuera f(ia,ib) = 0 se actuaria como en el caso anterior, llegandose a ensayar
soluciones de la forma z = xrsen(ax + by)+ s’ COS(aX + by) para el caso de que

aparecieran términos nulos hasta ) *(ia, ib) = 0.

c) Si el segundo miembro es un polinomio entero en x e y

Puesto que la derivada de un polinomio es también un polinomio, es obvio que en
estos caos ha de ensayarse una solucidn polinémica del mismo grado que el polinomio
del segundo miembro o bien de grado mayor si falta el termino en z. En la mayor

parte de los casos no sera necesario probar siquiera polinomios completos, ya que la
inspeccion de la ecuacion permite de antemano preveer los términos nulos.

d) Si el segundo miembro es de la forma X™Xx" .

En estos casos, aplicando la regla de transposicién del factor exponencial puede ser
reducida la expresién de la ecuacioén al caso a).

Pues siendo:

D,e¥*™f(x,y) = ae™*¥f(x,y) + e**¥D, f(x,y) = e¥*¥[D, +alf(x,y)
y analogamente:

D,e™ " (x,y) = e™"”[D, + bl (x,y)

Esto quiere decir que podemos expresar
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ax +by — ~ax+hby
f(D,,D, ™" ¥f(x,y) = e**¥f (D, +a,D, + b)f(x,y)
Por tanto, si la ecuacion diferencial es de la forma
_ m nax+by
f(DX,Dy)z = x".x"e
sus soluciones, w, seran también soluciones de la ecuacién

f(DX +a,D, + b)/v = x"x"
puesto que, multiplicando por la exponencial ety .

e™*™f(D, +a,,D, + bw =f(D,,D, Jwe™"™ = x"x"e™*>

Y la ecuacion f(DX +a,D, + b)N = x"x" finalmente, del tipo del apartado anterior.
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3. SOLUCION DE LAS ECUACIONES CON COEFICIENTES VARIABLES.

No conocemos procedimientos generales de resolucién de estas ecuaciones, por lo
que se nos hace necesario el tratamiento particular de cada caso en algunos tipos
especiales.

3.1. ECUACIONES ANALOGAS A LAS DE EULER:

Estas ecuaciones son en general de la forma

o r r. m [ r > — r n
a a(n).x;.x;7....x;.Dr.D2....Drz = F(xll,...,x )

n
Para solo dos variables, por ejemplo, serian:
a a,.x"y*.D,.D;z = F(X,y)

Al igual que en las ecuaciones diferenciales ordinarias, podemos hacer un pequefio
cambio exponencial para transformarlas, cualquiera que sea el orden de la ecuacién y
el nimero de sus variables.

Vamos a ver que la ecuacién en derivadas parciales de dos variables se transforma en
una ecuacion en derivadas parciales con coeficientes constantes haciendo el cambio
siguiente:

x=e" ® u=Lx y=¢e" ® v=Ly

Veamos al forma que adquieren los operadores simbdlicos:
_z _ _ _1 : _1
D,z=—=——=—.-==D,z, analogamente: D, =—D z

para los de segundo orden:

Dzz_ﬁ_lg_iael'ﬂzo Tedofz 1 Tadzo6_ 192, 1 a826_
T XX TxexTug ﬂxgéﬂu XXMy ¥ U xTusixg
1112 19&926_ 1ﬂz lﬂﬁzo 192 19%z 1 5
= — _— = 4+ =—(D°-D
x* fu xﬂue(rx‘ﬂuz X2 ‘Hu x? 'ﬂu%g x? ‘ﬂu+x2 u? x2( o~ D)z
en definitiva Djz:izDu(Du - 1)z, D}z=—D,(D, - 1)
X y
Los operadores simbdlicos de tercer orden seran
3 2
. :E:lE :1(sz):1(sz)ﬂ_u:11(Djz)_ll$l D (D _1)2__
o IxIx® X fu ™ x9u X qué a
17Te&l0 1179 2 1(,
=——¢—=D,(D,-1 ——_—(D,(D, - =-—\D,(D,-1 —\D5(D, - Dz)=
(DD, - D7)+ 2 2(D(D, - D7) =- (D, (D, - D7)+ (02 (D, - 17)
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1
X3

D,(D, - (D, - 2)z

y en definitiva: D’z :%DU(DU -1)(D, - 2)z, DjZ:iSDV(DV -D(D, - 2)z
X y

En general es:

D!z = 1 D, (D, - D, - 2)..D, - r +1)
X
Dsz = 15 D, (D, - 1)D, - 2).(D, - s+1)
y
También:
DDz =—~—D,(D, - §...(D, - r +D.D,(D, - D...D, - s +1)z

o]
Por lo que la ecuacién dada @ a..X .y°.D;.D;z = F(X,y) se transformaria en

aa.D,0D,-D..0,-r+1)D,D, - D...(D, - s+1z =F(e",e")

que tiene coeficientes constantes.

3.2. CASOS SIMPLIFICADOS:
3.2.1. Ecuaciones cuyo orden puede rebajarse:

Son ecuaciones en las que alguno de los operadores simbdlicos puede "sacarse factor
comun”, digamoslo asi, con lo que su aplicacion a la variable puede tomarse como
nueva variable de la derivacién, rebajandose el orden en una unidad. La ecuaciéon
resultante puede tener menor dificultad, que la ecuacion dada. Es inmediata la utilidad
de esto en las ecuaciones de segundo orden, pues se pueden reducir a ecuaciones de
primer orden, siempre integrables.

Veamos el caso de segundo orden:
(ADZ +BD,D, +CD, )z =F(x,y) ® (AD, +BD, +C)D,z =F(x,y)

llamamos ahora W = D,z, queda (ADX + BDy)\N =F(X-Y)-W , que es de
primer orden. O sea, es

Aﬂ_W+BM:F-W

x Ty

Una vez obtenida W, la determinacion de z es inmediata:

_Tz

T ® z = gyvdx +z(y)
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3.2.2. Ecuaciones con derivada respecto de una sola variable:

En casos como (ADE +BD, + C)Z = F(X,y) donde son los coeficientes A, B, C

funciones de x e y, puede tratarse el problema con si fuera una ecuacion diferencial
ordinaria en la variable x, con parametro y.

3.3. REDUCCION A TIPOS CANONICOS:

Sea la ecuaciéon general de segundo orden

2,
Rﬂ Sﬂ—Zﬂ—Z+Tﬂ +Pﬂ—Z+Q—+Z—O [3.3.1]

ix? > fy y? ix Ty

que podemos denotar por
Rr+St+Tt+Pp+Qq+Z=F [3.3.1.b]

Y hagamos en ella un cambio de variables, introduciendo las variables u y v por la
condicibn de que anulen a un cierto coeficiente, condicibn que impondremos a
posteriori.

Expresemos las derivadas de la ecuacion en funcién de las nuevas variables u y v:

p=Jz_Tfeiu, fziv q=tz_Tziu  Tziv
T ufx fvix v fufy fviy

Tz _fp_ Taflzfu_ Tz vo_ Tzafuo .. 1°z afucedvo

r=——— == = __ ¢2—— + = T x= +2 il S
x> X TXEMUIXx Tvixg Tu’élxg Tuv &x &% g

LTzavG | 2 T 12 1Y
ﬂv g‘ﬂXz u x> v Ix?

oAV,

_T°z_ 19 _ ‘Haﬂz‘ﬂu ‘ﬂz'ﬂvo ﬂzzaa1uo 2z au
ﬂygﬂYﬂ

________ utv 1y

Tv? fy Tyé&fu ‘ﬂy Wilyg fu? gﬂYﬂ
‘Hzaﬂvo z T°u 9z T%v

__+__

gﬂyz ufy® vy’

_ T %z_Tp_Todzfu fzfivo_ ‘HZZ'HU‘ITU 1°z &fu v Jufive,

WX Ty ST Vixg T XTy  TuvEXTY Ty g
JTFziviv, 9z T°u L 9z Tv
W2 IxTy Tufxly Tv IxTy

Si sustituimos ahora en la ecuacién [3.3.1.b] se tendra la expresion siguiente:
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‘ﬂzgegamo cglufu aq[u09+
Tu* g éfxg Ty gﬂ_YzE,

'ﬂzzgRﬂ_uﬂ 1 2u v ‘ﬂu‘ﬂvo ‘ﬂuﬂvu
ﬂuﬂv xx 2 gﬂXﬂy ﬂYﬂXﬁ ﬂyﬂyu

2,92 0
+_Z v o’ sﬂﬂ+T&ﬂg T [3.3.2]

WG Eho Iy Elyg

ﬂza%ﬂ S +Tﬂg+Pﬂ—u+QEg+
Tug Tx* ﬂxﬂy Ty x "fyg

2
MR- NP VA A PO i =

ve ™ Ty Ty X Tyg

Supondremos en esta ecuacion [3.3.2] que los coeficientes R, S, T, P y Q estan
expresados en la variables u y v. Si imponemos ahora la condicién a estas variables u

. - 1z Tz .
y v para que anulen los coeficientes de los términos > Y — . se tiene:
flu v
u u iju UO \' \"A\% VO
US| Tutu oG lve (Vv v

eXo Ty ix Vo efxg Ty Tx W o

0 sea, se tiene, en definitiva, la ecuacién genérica cuadratica:

G, STwiw e

=0
efix o Ty Tx gﬂyﬂ

. . - w .
si la consideramos como una ecuaciéon de 2° grado en —, por ejemplo, podemos

discutir sus soluciones mediante el signo de su discriminante

fiw 28a1w0 aﬂwo
-S—=+.[S = - 4RT
w_ W \/ gﬂyﬂ g'ﬂyz _- S£+4/S’- 4RT fw

x 2R 2R Ty

Se tendrian, en este caso, las expresiones:
2RﬂM+(S+«/SZ- ART )%_o 2R11TT—W+(S JS? - 4RT )1111—""-0
X y X y

mientras que la ecuacién [3.3.2] queda de la forma:

1"z 2,812 c=F [3.3.2]

usiv u v
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por tanto, pueden darse las siguientes situaciones:

a) S°- 4RT >0
Las ecuaciones en las que S? - 4RT > 0 se denominan de tipo hiperbdlico y la
ecuacion [3.3.2] constituye el tipo canénico al que puede ser reducida.

El tipo candnico puede escribirse sin el término de la derivada mixta, haciendo un
cambio sencillo:

1 . 1
f ==(u+v), ="(u-
2(U V) J 2(U V)
que facilmente nos conduce a:

1z Tz, 2, .17

= +C'Z=F' [3.3.3]
w2 1 1Iif 1j

b) S?- 4RT <0

Estas ecuaciones, en las que S° - 4RT <0, se llaman de tipo eliptico y la ecuacion
[3.3.2] tiene ahora soluciones imaginarias.

Para eliminar la derivada mixta, hariamos ahora el cambio:

f=2ury),  j =3y

que nos conduce a:

12

Tz, 12, 92, .12
fi

(1R |/ Kif

+C'Z=F' [3.3.3]

c) S°- 4RT =0

En este caso el cambio de variables por el que la ecuacién [3.3.1b] se convierte en la
ecuacion [3.3.2] puede hacerse con

que conduce, directamente a:

—+AE+BE+CZ: F
v

u? fu

que es el llamado tipo parabdlico.
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