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1. INTRODUCCIÓN: 
 
 
1.1.  DE PRIMER ORDEN: 

 
Se llama ecuación en derivadas parciales lineal de primer orden a una ecuación 
funcional de la forma 

              ( ) ( )uxxxg
x
u

uxxxf n
i

n

i
ni ,,...,,,,...,, 21

1
21 =

∂
∂∑

=

            [1.1] 

 
Siendo u función no conocida de las n variables x1, x2, ..., xn , y las funciones fi y g 
dependen de todas las variables x1, x2, ..., xn, u. 

Es corriente también para [1.1] la notación  [ ] ( )uxxxguDf n

n

i
ii ,,...,, 21

1

=∑
=

. 

Si es ( ) 0,,...,, 21 =uxxx nφ  una solución implícita de la ecuación anterior que depende 

implícitamente de u, esto es, que 0≠∂
∂

u
φ , se tiene que es  

 

0=
∂
∂

∂
∂+

∂
∂

ii x
u

ux
φφ

 

por lo que podemos despejar 

u

x
x
u i

i ∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

φ

φ

 

y al sustituir en [1.1] obtenemos 
 

( ) ( ) 0,,...,,,,...,, 21
1

21 =
∂
∂+

∂
∂∑

= u
uxxxg

x
uxxxf n

i

n

i
ni

φφ
 

 
resultando, pues, una ecuación lineal en derivadas parciales para la función 

( )uxxx n ,,...,, 21φ  

 
Esto quiere decir que se verifica, para cada una de las funciones de la ecuación 
diferencial el llamado sistema diferencial característico de la ecuación en 
derivadas parciales: 

g
du

f
dx

f
dx

f
dx

n

n ==== ...
2

2

1

1  

 
Si se conocen n integrales primeras distintas de la ecuación diferencial [1.1]: 
 

221 ...,,, φφφ  
 
podemos escribir la solución general de la misma como ( ) 0...,,, 211 =nF φφφ , en la 

forma implícita. 
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1.2.  DE ORDEN SUPERIOR AL PRIMERO: 
 

Son ecuaciones diferenciales de la forma  
 

( ) ( )uxxxg
x

u
uxxxf n

i

n

A
ni

i

,,...,,,,...,, 2121 1
=

∂
∂∑

∈
α

α

α

 

 
donde las funciones que intervienen, fi y g, lo son de las variables x1, x2, ..., xn . 
 
La ecuación diferencial lineal se dice homogénea, si es 0≡g , caso contrario diremos 

que se trata de una ecuación completa. 
 
Puede emplearse aquí también la notación: 
 

( )uxxxguDf n
A

i
i ,,...,, 21=






∑
∈α

α
α  

o, de forma más breve, puede escribirse como 
 

[ ] ,guL = donde es 






= ∑
∈A

i
iDfL

α

α
α  

 
El operador L así introducido presenta algunas propiedades elementales que permiten 
actuar de forma muy precisa en el estudio formal de estas ecuaciones: 
 

1) Es lineal, pues debido a la linealidad de la derivada parcial es: 
 

[ ]∑∑
==

=






 r

k
kk

r

k
kk uLcucL

11

 

  
2) Si se conoce una solución particular, ju , el cambio vuu j +=  transforma a la 

ecuación completa en una ecuación homogénea: 
 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 0=⇒=∧=+=+= vLguLgvLuLvuLuL jjj  

 
3) Cualquier combinación lineal de soluciones de la ecuación homogénea es 

también solución de la ecuación homogénea: 

[ ] ∑∑∑
===

===







⇒∈∀∧=

s

j
j

s

j
jj

s

j
jjjj cuLcucLRcsjsolucionesu

111

00.,...2,1,  

 
4) S es ( )nnxxxuu σσσ ,...,,;,...,, 2121=  una solución multiparamétrica de la 

ecuación homogénea, entonces la expresión integral siguiente es, también, una 
solución de dicha ecuación 

 

( )∫= nnnn dddxxxuNw σσσσσσσσσ ....,...,,;,...,,).,...,,( 21212121  

 
cualquiera que sea la función N de los parámetros. Esto ocurre por el carácter 
conmutativo de la diferencial, ya que 
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[ ] ( )[ ]
0....).,...,,(

....,...,,;,...,,).,...,,(

2121

21212121

==

==

∫
∫

nn

nnnn

dddoN

dddxxxuLNwL

σσσσσσ

σσσσσσσσσ
 

 
 
 

1.3.  DE SEGUNDO ORDEN: 
 
No resulta posible en general integrar la mayoría de los tipos de ecuaciones 
diferenciales en derivadas parciales, sin embargo, las técnicas que se manejan en 
estos estudios tienden a expresar, en casos particulares sencillos, la integral más 
general con la ayuda de funciones arbitrarias. 
 
Esto indica que, aún cuando hayamos escrito la solución general de una ecuación en 
derivadas parciales de segundo orden, es necesario, para resolver el problema, 
adaptar esta solución general tanto a las condiciones iniciales como a las condiciones 
en los límites de la integración, adaptación no siempre de naturaleza sencilla. 
 
Consideraremos en esta sección ecuaciones lineales en derivadas parciales de segundo 
orden con solamente dos variables independientes, x e y. Usaremos, entonces, la 
expresión 
 

),(2

22

2

2

yxFZz
y
z

Q
x
z

P
y
z

T
yx
z

S
x
z

R =+
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂∂
∂+

∂
∂

 

 
que, abreviadamente escrita, es 
 

),( yxFZzQqPpTtSsRr =+++++  
 
donde hemos simbolizado: 
 

,,,,,
2

22

2

2

y
z

q
x
z

p
y

z
s

xy
z

s
x
z

r
∂
∂=

∂
∂=

∂
∂=

∂
∂=

∂
∂=  

 
y también podemos usar la simbolización siguiente: 
 

( ) ),(22 yxFzZQDPDTDDSDRD yxyyxx =+++++  

 
o, más abreviadamente, ( ) ),(, yxFzDD yx =φ , donde es ( )yx DD ,φ  un polinomio 

simbólico cuyos coeficientes son funciones de las variables x e y. 
 
También aquí llamaremos ecuación incompleta u homogénea a esta ecuación si se 
verifica que 0),( =yxF , o bien, ecuación completa o no homogénea si se trata de 

una ecuación en la que .0),( ≠yxF  
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2. SOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES CON COEFICIENTES CONSTANTES 

 
 

2.1.  SOLUCIONES DE LAS HOMOGÉNEAS. 
 
    2.1.1. Las homogéneas reducibles: 

                
Se denominan ecuaciones lineales en derivadas parciales homogéneas reducibles, a 
aquellas ecuaciones lineales, de cualquier orden, en donde el operador diferencial del 
primer miembro puede descomponerse en factores de primer grado simbólico, es 
decir, en derivadas parciales de primer orden.  
 
Esto es, ecuaciones [ ] 0...

21
=zDDDP

nxxx  que se puedan expresar de la forma: 

 

0...
1

0
1

0
1

0 =





 +





 +





 + ∑∑∑
===

zDDbbDaa
n

k
xk

n

k
xk

n

k
xk kkk

γγ  

 
 
2.1.1.1. Ecuaciones de segundo orden: 
 
En el caso de ecuaciones lineales de segundo orden, con dos variables, x e y: 
 

( ) 022 =+++++ zZQDPDTDDSDRD yxyyxx  

 
serán reducibles si podemos expresarlas de la forma 
 

( )( ) 0210210 =++++ zDbDbbDaDaa yxyx  

 
o, equivalentemente, de la forma 
 

( )( ) 0210210 =++++ zDaDaaDbDbb yxyx  

 
La primera ecuación se satisface para ( ) 0210 =++ zDbDbb yx , y la segunda, 

análogamente, para ( ) 0210 =++ zDaDaa yx , ambas ecuaciones diferenciales de 

primer orden que podemos resolver actuando sobre su correspondiente sistema 
diferencial característico: 
 

En la primera: 0210 =
∂
∂+

∂
∂+

y
z

b
x
z

bzb , se tiene:   
zb

dz
b
dy

b
dx

021

−==  

 

En la segunda: 0210 =
∂
∂+

∂
∂+

y
z

a
x
z

aza , se tiene:   
za

dz
a
dy

a
dx

021

−==  

 
 
De donde obtenemos, respectivamente: 

x
b

b

ekzkxbyb 1

0

121121

−

==−  
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x
a

a

ekzkxaya 1

0

222121

−

==−  
 
donde las 22211211 ,,, kkkk  son las constantes arbitrarias de la integración. 
 
La integral general de cada una de estas dos ecuaciones de primer grado simbólico 
podemos expresarlas, en definitiva, por 
 

)(.)(. 212211
1

0

1

0

xayaezxbybez
x

a

a
x

b

b

−=−=
−−

ϕϕ  
 
siendo las 1ϕ  y 2ϕ    funciones arbitrarias. 
 
 
2.1.1.2. Generalización: 
 
La solución general puede expresarse, entonces, por 
 

)(.)(. 212211
1

0

1

0

xayaexbybez
x

a
a

x
b
b

−+−=
−−

ϕϕ  
 
Podemos generalizar este resultado para cualquier otra ecuación en derivadas 
parciales homogénea reducible, con dos variables y con cualquier grado n para el 
polinomio simbólico del primer miembro: 
 

( )( ) ( ) 0... 210222120121110 =++++++ zyaxaaDaDaaDaDaa nnnyxyx  

 
Y la solución general de cada una de las n ecuaciones de primer grado simbólico: 
 

( ) )(0 21210
1

0

xayaezzDaDaa jjjx
a

a

yjxjj
j

j

−=⇒=++
−

ϕ  

 
Por lo que la ecuación de grado n tiene por solución general: 
 

∑
=

−

−=
n

j
jjjx

a

a

xayaez j

j

1
21 )(1

0

ϕ  

 
 
2.1.1.3. El caso de factores simbólicos iguales: 
 
Si hubiera factores simbólicos iguales, o bien con los coeficientes proporcionales, la 
expresión total anterior tendría entonces menos de n funciones arbitrarias. 
 
Así, si es 

( )( ) 0=++++ zcbDaDcbDaD yxyx  

 
llamando ( )zcbDaDu yx ++= , se cumple que ( ) 0=++ ucbDaD yx , luego es ahora 

)(. 1 bxayeu
x

a
c

−=
−

ϕ , de lo cual se tiene que es  

( ) )(. 1 bxayezcbDaD
x

a
c

yx −=++
−

ϕ  
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es decir, podemos escribirlo como 

( )bxaye
y
z

b
x
z

a
x

a
c

−=
∂
∂+

∂
∂ −

1ϕ  

 
cuyo sistema diferencial característico es 
 

( ) czbxaye

dz
b
dy

a
dx

x
a
c

−−
==

−

1ϕ
 

 
integrando las dos ecuaciones diferenciales: 
 

- de igualar los dos primer miembros: 1kbxay
b
dy

a
dx =−→=  

         - de igualar el primero con el tercero: 
 

)(
1

)(
1

)(
1111

11

ke
a

z
a
c

dx
dz

z
a
c

ke
adx

dz

czke

dz
a
dx x

a
c

x
a
c

x
a
c ϕϕ
ϕ

−−

−
=+→−=→

−
=  

 
             se obtiene, pues, la ecuación diferencial completa de primer orden 
 

                                        )(
1

' 11 ke
a

z
a
c

z
x

a
c

ϕ
−

=+  

 
             podemos escribir, entonces, una integral general de la homogénea: 
 

x
a
c

g ekZ
−

= 2  

             y una integral particular  de la completa:    
 

)( 11 ke
a
x

z
x

a
c

p ϕ
−

=  

 

por lo que la solución  general es 



 +=+=

−−−
)()( 112112 k

a
x

keke
a
x

kez
x

a
c

x
a
c

x
a
c

ϕϕ  

que podemos escribir como [ ])()( 21 bxaybxayxez
x

a
c

−+−=
−

ϕϕ  
 
El procedimiento se generaliza fácilmente a ecuaciones que presenten la forma  
 

( ) 20 >=++ kzcbDaD k
yx  

 
dando como solución 

( )[ ]bxaybxayxbxayxez k
kkx

a
c

−++−+−= −−−
ϕϕϕ ...)()( 2

2
1

1  

 
o bien, por analogía, si se prefiere la expresión en la variable y: 
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( )[ ]bxaybxayybxayyez k
kky

a
c

−++−+−= −−−
ϕϕϕ ...)()( 2

2
1

1  

 
 
2.1.2. Las homogéneas irreducibles:  
 
Aunque no es en general posible obtener soluciones generales si la ecuación no puede 
ser reducida a factores lineales, si es posible obtener soluciones particulares de forma 
exponencial. 
 
2.1.2.1. Para dos variables independientes: 
 

Así, para ecuaciones ( ) 0, =yx DDφ , en donde los términos son de la forma ji
ij DDa  

puede hacerse, por analogía con el procedimiento de resolución de ecuaciones 
diferenciales ordinarias, en las que se ensayan soluciones de la forma axe , lo 
siguiente: 
 
ensayemos una solución de la forma yxe βα + , obteniendo 
 

yxyxji
ij

yxj
y

i
xij eeaeDDa βαβαβα βαφβα +++ == ),(  

 
por tanto 

0),(),(0),( ==→= ++ yxyx
yxyx eeDDzDD βαβα βαφφφ  

 
Aparecen, así, tantas soluciones como pares de números ( )βα,  tales que ( ) 0, =βαφ . 
En general, infinitos. 
 
 
2.1.2.2. Generalización: 
 
Si no son dos variables, sino tres o más: 
 

( ) 0=wyx DDD ,...,,φ  

Obtendríamos tantas soluciones de la forma wyxe γβα +++ ...  como n-plas de números 
( )γβε ,...,,  cumplieran ( ) 0=γβαφ ,...,, , generalmente infinitas. 
 
 
2.1.2.3. El método de separación de variables: 

 
Supongamos la ecuación diferencial 
 

( ) 022 =++++ uedDcDbDaD yxyx  

 
donde la función u es de variables separables: )().(),( yfxfyxuu ==  
 
se tiene, entonces: 
 

)().(")().(' ygxf
x
u

Dygxf
x
u

uD xx =
∂
∂==

∂
∂=

2

2
2  
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)(").()(').( ygxf
y
u

Dygxf
y
u

uD yy =
∂
∂==

∂
∂=

2

2
2  

y la ecuación diferencial queda en la forma: 
 
 

0=++++ )().()(').()().(')(").()().(" ygxefygxdfygxcfygxbfygxaf  
 
dividiendo toda la ecuación por )().( ygxf : 
 

0=++++ e
yg
yg

d
xf
xf

c
yg
yg

b
xf
xf

a
)(
)('

)(
)('

)(
)("

)(
)("

 

 
con lo cual, separando las variables ahora en cada miembro de la ecuación: 
 

)(
)('

)(
)("

)(
)('

)(
)("

yg
yg

d
yg
yg

be
xf
xf

c
xf
xf

a −−=++  

 

esto es, k
yg
yg

d
yg
yg

be
xf
xf

c
xf
xf

a =−−=++
)(
)('

)(
)("

)(
)('

)(
)("

 

 
por lo que podemos escribir dos ecuaciones diferenciales integrables por separado: 
 

0=−++→=++ fkefcfafkfefcfa ).('."...'.".  

         0=++→=−− gegdgbgkgdgb .'."..'.".  
 
y la constante k puede tomar aquí, también, infinidad de valores. 
 
 
 
2.2. SOLUCIONES DE LAS COMPLETAS 
 

2.1.1.  Ecuaciones con el primer miembro reducible: 
 

Son ecuaciones completas de la forma ( ) ).,...,,(,...,, γφ γ yxFDDD yx =  

 
La solución general podemos expresarla como la suma de la solución general de la 
ecuación homogénea, más una solución particular de la ecuación completa. 
 
En el caso de que el primer miembro sea reducible, la integración se consigue por una 
reiteración de integraciones de primer orden. Es el caso de que se pueda expresar de 
esta manera para dos variables, por ejemplo: 
 

( )( ) ( ) ),(...222111 yxFzcDbDacDbDacDbDa nynxnyxyx =++++++  

 
Efectivamente, si ponemos, para n = 3 y con dos variables: 
 

( )( )( ) ),(33333222111 yxFzcDbDacDbDacDbDa yxyx =++++++  

 
haciendo ( )( ) uzcDbDacDbDa yxx =++++ 3331222 quedaría la ecuación de primer 

orden completa: 
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( ) ),(111 yxFucDbDa yx =++  

 
de la cual podemos hallar una solución particular ),(1 yxu , con lo que se tendría: 
 

( )( ) ),(13332222 yxuzcDbDacDbDa yxx =++++  

 
Repetimos ahora el proceso con esta nueva ecuación: 
 
Haciendo ( ) vzcDbDa yx =++ 333 quedaría la ecuación de primer grado completa: 

 
( ) ),(12222 yxuvcDbDa x =++  

 
de la cual podemos hallar una solución particular ),(1 yxv , con lo que se tendría: 

 
( ) ),(1333 yxvzcDbDa yx =++  

 
y de aquí se obtiene, finalmente, la integral particular z1 de la ecuación completa, 
mientras que la integral general de la homogénea, zgh, se obtiene en la forma indicada 
en la sección 2.1.1. 
 
 Por tanto, la integral general podemos expresarla como 
 

1zzz gh +=  

 
Este procedimiento es obviamente generalizable a ecuaciones con coeficientes 
constantes y primer miembro reducible de un orden cualquiera y de cualquier número 
de variables. 
 
 

2.1.2.  Ecuaciones con el primer miembro irreducible: 
 

En este caso no podemos usar un método tan general como el de la reiteración de la 
sección anterior, sino que, dependiendo de la forma de la función F(x,y) del segundo 
miembro, resultará necesario actuar de forma diferente en cada caso. 
 
Así, podemos intentar la solución de la ecuación completa  
 

( ) ),(, yxFzDD yx =φ  

 
en casos específicos como los siguientes: 
 
a) Si el segundo miembro es de la forma yxekyxF βα += .),(  

- Si 0),( ≠βαφ  

En este caso podemos ensayar soluciones de la forma yxecz βα += . , con lo cual se 
tendría: 
 

( ) ( ) ( )βαφ
βαφφ βαβαβα

,
.,..,

k
cekececDD yxyxyx

yx =→== +++  

y la solución sería: 
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( )
yxe

k
z βα

βαφ
+=

,
 

 
- Si 0),( =βαφ  

Ahora habría de ensayarse con una solución del tipo yxexcz βα += .. , con lo cual, se 
tendría: 

( ) ( ) ( ) ( )βαφ
βαφβαφφ

α

βα
α

βαβαβα

,'
.,'.,..,

k
cekecxecxecDD yxyxyxyx

yx =→=+= ++++

 y la solución sería: 

( )
yxe

k
z βα

α βαφ
+=

,'
 

 
Análogamente, si también fuera ( ) ,,' 0=βαφ α  se ensayaría en primer lugar la 

solución de la forma  yxyecz βα += . , y si sigue persistiendo el problema, probaríamos 

con yxexcz βα += 2.  y, en general, llegaríamos a que si fuera 0=),() βαφα
k , se 

ensayaría yxk excz βα ++= 1. . 
 
b) Si el segundo miembro es de la forma ( ) ( )yxnyxsenmyxF βαβα +++= cos..),(  
 
Se ensayaría, en principio, solución del tipo ( ) ( )yxlyxsenkz βαβα +++= cos.. , y 

si fuera 0=),( βαφ ii  se actuaría como en el caso anterior, llegándose a ensayar 

soluciones de la forma ( ) ( )yxsyxsenxz rr βαβα +++= cos  para el caso de que 

aparecieran términos nulos hasta 01 =− ),( βαφα iir .  

 
c) Si el segundo miembro es un polinomio entero en x e y 
 
Puesto que la derivada de un polinomio es también un polinomio, es obvio que en 
estos caos ha de ensayarse una solución polinómica del mismo grado que el polinomio 
del segundo miembro o bien de grado mayor si falta el termino en z. En la mayor 
parte de los casos no será necesario probar siquiera polinomios completos, ya que la 
inspección de la ecuación permite de antemano preveer los términos nulos. 
 

d) Si el segundo miembro es de la forma yxnm exx βα +. . 
 
En estos casos, aplicando la regla de transposición del factor exponencial puede ser 
reducida la expresión de la ecuación al caso a). 
 
Pues siendo: 
 

     [ ] ),(),(),(.),( yxfDeyxfDeyxfeyxfeD x
yx

x
yxyxyx

x αα βαβαβαβα +=+= ++++  
 
y análogamente: 
 

     [ ] ),(),( yxfDeyxfeD y
yxyx

y ββαβα += ++  

 
Esto quiere decir que podemos expresar 
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( ) ( ) ),(,),(, yxfDDeyxfeDD yx
yxyx

yx βαφφ βαβα ++= ++  

 
Por tanto, si la ecuación diferencial es de la forma  
 

( ) yxnm
yx exxzDD βαφ += .,  

 
sus soluciones, w, serán también soluciones de la ecuación  
 

( ) nm
yx xxwDD =++ βαφ ,  

puesto que, multiplicando por la exponencial yxe βα + : 
 

( ) ( ) yxnmyx
yxyx

yx exxweDDwDDe βαβαβα φβαφ +++ ==++ ,,,  

 

Y la ecuación ( ) nm
yx xxwDD =++ βαφ , ,finalmente, del tipo del apartado anterior. 
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3. SOLUCION DE LAS ECUACIONES CON COEFICIENTES VARIABLES. 
 
No conocemos procedimientos generales de resolución de estas ecuaciones, por lo 
que se nos hace necesario el tratamiento particular de cada caso en algunos tipos 
especiales. 
 
 
3.1.  ECUACIONES ANÁLOGAS A LAS DE EULER: 

 
Estas ecuaciones son en general de la forma  
 

( )nn

n

n r
n

rr
x

r
x

r
x

r
n

rr xxFzDDDxxxna ,...,.............).( 12

2

1

1

21
121 =∑  

 
Para solo dos variables, por ejemplo, serían: 
 

),(.... yxFzDDyxa s
y

r
x

sr
rs =∑  

 
Al igual que en las ecuaciones diferenciales ordinarias, podemos hacer un pequeño 
cambio exponencial para transformarlas, cualquiera que sea el orden de la ecuación y 
el número de sus variables.  
 
Vamos a ver que la ecuación en derivadas parciales de dos variables se transforma en 
una ecuación en derivadas parciales con coeficientes constantes haciendo el cambio 
siguiente: 
 

LyveyLxuex vu =→==→=  
 
Veamos al forma que adquieren los operadores simbólicos: 
 

zD
y

DamenteanazD
xxu

z
x
u

u
z

x
z

zD yyux

1
:log,

11
. ==

∂
∂=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂=  

 
para los de segundo orden: 
 

zDD
xu

z
xu

z
xu

z
uxu

z
xu

z
xuxu

z
x

x
z

uxu
z

xu
z

xxu
z

xxu
z

xxx
z

xx
z

zD

uu

x

)(
11111111

11
.

1
.

11

2

22

2

22222

22

2
2

−=
∂
∂+

∂
∂−=








∂
∂

∂
∂+

∂
∂−=








∂
∂

∂
∂+

∂
∂−=

=







∂
∂

∂
∂+

∂
∂−=








∂
∂

∂
∂+

∂
∂









∂
∂=








∂
∂

∂
∂=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂=

 

 

en definitiva:      ( ) ( )zDD
y

zDzDD
x

zD vvyuux 1
1

,1
1

2

2

2

2 −=−=  

 
Los operadores simbólicos de tercer orden serán: 
 

( ) ( ) ( ) =





 −

∂
∂=

∂
∂=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂= zDD

xux
zD

uxx
u

zD
u

zD
xx

z
xx

z
zD uuxxxx )1(

111
2

222

2

2

3

3
3  

( ) ( ) ( ) ( ) =−+−−=−
∂
∂+−







∂
∂= zDD

x
zDD

x
zDD

uxx
zDD

xux uuuuuuuu )1(
1

)1(
2

)1(
11

)1(.
11 2

3322
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zDDD
x uuu )2)(1(
1

3
−−=  

y en definitiva: zDDD
x

zD uuux )2)(1(
1

3

3 −−= ,   zDDD
y

zD vvvy )2)(1(
1

3

3 −−=  

En general es: 
 

( )( ) ( )

( )( ) ( )121
1

121
1

+−−−=

+−−−=

sDDDD
y

zD

rDDDD
x

zD

vvvvs
s
y

uuuur
r
x

...

...
 

También: 
 

zsDDDrDDD
yx

zDD vvvuuusr
s
y

r
x ))...(().)...(( 1111

1 +−−+−−=  

 

Por lo que la ecuación  dada ),(.... yxFzDDyxa s
y

r
x

sr
rs =∑  se transformaría en 

 

),())...(().)...(( vu
vvvuuurs eeFzsDDDrDDDa =+−−+−−∑ 1111  

 
que tiene coeficientes constantes. 
 
 
 
 

3.2.  CASOS SIMPLIFICADOS: 
 

3.2.1.  Ecuaciones cuyo orden puede rebajarse: 
 
Son ecuaciones en las que alguno de los operadores simbólicos puede "sacarse factor 
común", digámoslo así, con lo que su aplicación a la variable puede tomarse como 
nueva variable de la derivación, rebajándose el orden en una unidad. La ecuación 
resultante puede tener menor dificultad, que la ecuación dada. Es inmediata la utilidad 
de esto en las ecuaciones de segundo orden, pues se pueden reducir a ecuaciones de 
primer orden, siempre integrables. 
 
Veamos el caso de segundo orden: 
 

( ) ( ) ),(),( yxFzDCBDADyxFzCDDBDAD xyxxyxx =++→=++2  

 
llamamos ahora zDw x= , queda ( ) wyxFwBDAD yx −−=+ )(  , que es de 

primer orden. O sea, es  

wF
y
w

B
x
w

A −=
∂
∂+

∂
∂

 

 
Una vez obtenida W, la determinación de z es inmediata: 
 

)(. yzdxwz
x
z

w +=→
∂
∂= ∫  
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3.2.2.  Ecuaciones con derivada respecto de una sola variable: 

 
En casos como ( ) ),( yxFzCBDAD xx =++2  donde son los coeficientes A, B, C 
funciones de x e y, puede tratarse el problema con si fuera una ecuación diferencial 
ordinaria en la variable x, con parámetro y. 
 
 
 
 

3.3.  REDUCCIÓN A TIPOS CANÓNICOS: 
 
Sea la ecuación general de segundo orden 
 

      0
2

2

2

2

=+
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

Z
y
z

Q
x
z

P
y
z

T
y
z

x
z

S
x
z

R      [3.3.1] 

 
que podemos denotar por 
 

                   Rr + St + Tt + Pp + Qq + Z = F                     [3.3.1.b] 
 

Y hagamos en ella un cambio de variables, introduciendo las variables u y v por la 
condición de que anulen a un cierto coeficiente, condición que impondremos a 
posteriori. 
 
Expresemos las derivadas de la ecuación en función de las nuevas variables u y v: 
 
 

y
v

v
z

y
u

u
z

y
z

q
x
v

v
z

x
u

u
z

x
z

p
∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂=

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂=  

 

2

2

2

22

2

2

22

2

2

2

2

2

x
v

v
z

x
u

u
z

x
v

v
z

x
v

x
u

vu
z

x
u

u
z

x
v

v
z

x
u

u
z

xx
p

x
z

r

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+







∂
∂

∂
∂+

+






∂
∂








∂
∂

∂∂
∂+







∂
∂

∂
∂=







∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂

∂
∂=

∂
∂=

∂
∂=

 

 

      

2

2

2

22

2

2

22

2

2

2

2

2

y
v

v
z

y
u

u
z

y
v

v
z

y
v

y
u

vu
z

y
u

u
z

y
v

v
z

y
u

u
z

yy
q

y
z

t

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+





∂
∂

∂
∂+

+





∂
∂







∂
∂

∂∂
∂+





∂
∂

∂
∂=





∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂

∂
∂=

∂
∂=

∂
∂=

 

 

yx
v

v
z

yx
u

u
z

y
v

x
v

v
z

x
v

y
u

y
v

x
u

vu
z

y
u

x
u

u
z

x
v

v
z

x
u

u
z

yy
p

x
z

y
s

∂∂
∂

∂
∂+

∂∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂

∂
∂+

+





∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂

∂∂
∂+

∂
∂

∂
∂

∂
∂=








∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂

∂
∂=

∂
∂=

∂
∂

∂
∂=

22

2

2

2

2

2

 

 
Si sustituimos ahora en la ecuación [3.3.1.b] se tendrá la expresión siguiente: 
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FZz
y
v

Q
x
v

P
y
v

T
yx
v

S
x
v

R
v
z

y
u

Q
x
u

P
y
u

T
yx

u
S

x
u

R
u
z

y
v

T
x
v

y
v

S
x
v

R
v
z

y
v

y
u

T
x
v

y
u

y
v

x
u

S
x
v

x
u

R
vu
z

y
u

T
x
u

y
u

S
x
u

R
u

z

=+





∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

+





∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

∂
∂

+

+

















∂
∂+

∂
∂

∂
∂+







∂
∂

∂
∂+

+







∂
∂

∂
∂+





∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂

∂∂
∂+

+

















∂
∂+

∂
∂

∂
∂+







∂
∂

∂
∂

2

22

2

2

2

22

2

2

22

2

2

2

22

2

2

2
1

2

[3.3.2] 

 
Supondremos en esta ecuación [3.3.2] que los coeficientes R, S, T, P y Q están 
expresados en la variables u y v. Si imponemos ahora la condición a estas variables u 

y v para que anulen los coeficientes de los términos  
2

2

u
z

∂
∂

  y 
2

2

v
z

∂
∂

 , se tiene: 

 

00
2222

=





∂
∂+

∂
∂

∂
∂+







∂
∂=





∂
∂+

∂
∂

∂
∂+







∂
∂

y
v

T
x
v

y
v

S
x
v

R
y
u

T
x
u

y
u

S
x
u

R  

 
o sea, se tiene, en definitiva, la ecuación genérica cuadrática: 
 

0
22

=





∂
∂+

∂
∂

∂
∂+







∂
∂

y
w

T
x
w

y
w

S
x
w

R  

 

si la consideramos como una ecuación de 2º grado en 
x
w

∂
∂

, por ejemplo, podemos 

discutir sus soluciones mediante el signo de su discriminante 
 

y
w

R
RTSS

R

y
w

RT
y
w

S
y
w

S

x
w

∂
∂−±−=







∂
∂−





∂
∂±

∂
∂−

=
∂
∂

2
4

2

4
2

22

2

 

 
Se tendrían, en este caso, las expresiones: 
 

( ) ( ) 042,042 22 =
∂
∂−−+

∂
∂=

∂
∂−++

∂
∂

y
w

RTSS
x
w

R
y
w

RTSS
x
w

R  

 
mientras que la ecuación [3.3.2] queda de la forma: 
 

           FCz
v
z

B
u
z

A
vu
z =+

∂
∂+

∂
∂+

∂∂
∂ 2

           [3.3.2] 
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por tanto, pueden darse las siguientes situaciones: 
 
a) 042 >− RTS  

Las ecuaciones en las que 042 >− RTS  se denominan de tipo hiperbólico y la 
ecuación [3.3.2] constituye el tipo  canónico al que puede ser reducida. 
 
El tipo canónico puede escribirse sin el término de la derivada mixta, haciendo un 
cambio sencillo: 

( ) ( )vuvu −=+=
2
1

,
2
1 ϕφ  

que fácilmente nos conduce a: 
 

                   ''''
2

2

2

2

FZC
Z

B
Z

A
zz =+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂−

∂
∂

ϕφϕφ
         [3.3.3] 

 
b) 042 <− RTS  
 
Estas ecuaciones, en las que 042 <− RTS , se llaman de tipo elíptico y la ecuación 
[3.3.2] tiene ahora soluciones imaginarias. 
 
Para eliminar la derivada mixta, haríamos ahora el cambio: 
 

( ) ( )vu
i

vu −=+=
2
1

,
2
1 ϕφ  

que nos conduce a: 
 

''''
2

2

2

2

FZC
Z

B
Z

A
zz =+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

ϕφϕφ
         [3.3.3] 

 
c) 042 =− RTS  
 
En este caso el cambio de variables por el que la ecuación [3.3.1b] se convierte en la 
ecuación [3.3.2] puede hacerse con 
 

),(                      , yxvvxu ==  
que conduce, directamente a: 
 

FCZ
v
Z

B
u
Z

A
u
z =+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

2

2

 

 
que es el llamado tipo parabólico.
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