CALCULO DIFERENCIAL ABSOLUTO. EN LOS ALEDANOS DE LA RELATIVIDAD GENERAL

CALCULO DIFERENCIAL ABSOLUTO
EN ESPACIOS EUCLIDIANOS

En los aledainos de la Relatividad General

Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925) y un estudiante suyo, Tullio Levi-Civitta
(1873-1941), fueron los pioneros en el desarrollo del calculo tensorial, que recibio
el empuje definitivo al convertirse en la herramienta matematica clave que
permitiria a Albert Einstein una exposicion coherente de la Relatividad General,
estableciendo la transformacion de sistemas referenciales mediante diferenciacion
absoluta de magnitudes vectoriales y tensoriales.

Ambos publicaron en 1901 E/ Calculo diferencial absoluto (“Méthodes de calcul
diférentiel absolu et leurs applications”, Mathematische Annalen 54, 125-201
(1901)), su obra mas famosa, que esta hoy traducida a diversos idiomas y es uno
de los textos clasicos de referencia del calculo tensorial, mas de un siglo después
de su primera publicacion.
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01.INTRODUCCION A LOS ESPACIOS EUCLIDIANOS
01.1. Definicion de espacio euclidiano real:

Un espacio afin, o puntual, real n-dimensional, que podemos denotar por ¢,, €s una
terna ¢, =(5,Vn(R),f) en donde ¢ es un conjunto cuyos elementos llamaremos

puntos del espacio afin, V (R) es un espacio real n-dimensional y f es una

aplicacién del conjunto producto exe en V,(R)que cumple las condiciones:

-VAdeg, VieV,(R),IBee/ f(4,B)=%
- VA,B,Cee¢, f(A4,C)= f(4,B)+ F(B,C)
- f(4,B)=0=>A4=8B

Si el espacio vectorial asociado V, (R)es unidimensional, el espacio puntual afin
asociado se denomina Recta Afin.

Si el espacio vectorial asociado V (R)es bidimensional, el espacio puntual afin
asociado se denomina Plano Afin.

Si el espacio vectorial asociado V, (R)es tridimensional, el espacio puntual afin
asociado se denomina Espacio Afin Tridimensional.

Un espacio vectorial V,(R) es euclidiano si esta dotado de un producto interior, esto

es, de una aplicaciéon p,:V, (R)xV (R)— R que verifica las condiciones cinco
condiciones siguientes.

a) Propiedad de conmutatividad:
V(X,y)eV,(R), p;(X,5) = p:(y,X)
b) Propiedad de distributividad respecto a la suma:
V(F,7,2) €V, (R), p,(,7+7) = p,(R.5) + p,(%.7)
c) Propiedad de asociatividad mixta:
V(X,y)eV,(R),Va eR, p,(X,y) = p;(y,x) = p;(ay,X) = ap,(y,X)

d) Propiedad de definicién positiva:

vx eV, (R), p,(¥,X)=0
e) Propiedad de no degeneracion:

Si p,(¥,¥)=0=>%=0

Un Espacio Puntual Euclidiano n dimensional es un espacio afin asociado a un
espacio vectorial euclidiano n dimensional.
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Por simplicidad representaremos con un paréntesis al producto interior de dos
vectores: ()?,)7) significa “producto interior de los vectores x e y".

01.2. Sistemas de referencia:

Un sistema de referencia afin estd constituido por un punto del espacio puntual
euclidiano, que se llama origen del sistema de referencia, y una base del espacio

vectorial asociad {¢,,...,é, }={¢.} .

Sistema de referencia de origen en el punto O: (0; {Ei}n)

Se llama vector de posicién de un punto X del espacio con respecto al sistema de
referencia (0; {éi}n), al vector X de origen el origen O del sistema y extremo el

punto X:
OX=X=x'8+..+x"é, =x'¢

los nimeros x',...,x" son las coordenadas del vector X en la base {¢} .

Tres propiedades inmediatas:

a) VX eg, OX =-XO
b) VX.Y €e,0X =0Y +YX
<) SiOX=0=%=0

Para cada punto del espacio &, existe un conjunto distinto de n numeros reales,
x',...,x", que son las n coordenadas del punto con respecto a un sistema referencial

fijo dado (o; {él.}n). Tal conjunto se denominan coordenadas curvilineas del punto X

en el sistema (o; {éi},,)-

Cada punto X del espacio tiene, por consiguiente, un conjunto de n coordenadas
curvilineas diferente en cada sistema referencia (0; e }n) Las funciones x' = x'(x")

que ligan a dos conjuntos de coordenadas del mismo punto X en dos sistemas
referenciales distintos (0; {él.}n) y (0; {é'k}n) del mismo origen, se denominan
relaciones de Jacobi.

Al variar el punto X en el tiempo, varia también el conjunto xl,...,x” de sus
coordenadas en un sistema referencial dado (0; {éi}n). La ley de variacién puede ser

empirica o bien puede ser una funcion matematica de un parametro t.
Supondremos en lo que sigue que las funciones x' = x'(t) que expresan la variacion
de las coordenadas de un punto X en el tiempo son funciones siempre
diferenciables.

El campo vectorial definido por t es el conjunto de los puntos de &, que definen el
campo de existencia de las funciones x' = x'(t).

Un elemento diferencial de vector OX expresado en el sistema referencial fijo
(0; {él.}n) es el vector cuyas coordenadas en dicho sistema son las diferenciales de

las funciones coordenadas de OX en tal sistema referencial.
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dOX =di = dx'é, +...+ dx"é, = dx'é,

01.3. Producto interior de vectores. Matriz de Gramm:

Producto interior:
= (dR,dy) = dxidy’ (6,,€,) = dx'dx’ g,

es decir, en forma diferencial, se tiene que (d)'c',d)?): dxidx-/g,.j.

en forma integral, sera: (¥,7)= g, x'x’

g 82 o 8
la matriz (gl.j )n _| 82 82 821 oo llama Matriz de Gramm en la base €.}
gnl gn2 gnn

Mddulo y norma:
En forma integral: |¥|=|(¥,¥)| =+ /g, x'x’  N(X)= |)?|2 =gx'x’
En forma diferencial: |d)?| :|(d)?,d)?)| = +,/gydxidxj N(dx) = |dfc|2 = gijdxidxj

Componentes contravariantes y covariantes de un vector en una base:

Sies X :xkék, se dice que los escalares x* son las componentes contravariantes
del vector ¥ en la base {¢,} . Los productos internos x, =(¥,é,) se llaman

componentes covariantes del vector X en la base {ék}

n "

Relacion entre las componentes covariantes y contravariantes:
x, = (%.8,)=(x'e..6,)=x'(¢,.6,) = x’
r =\ X6 )= 06k )= ) =X 8
. _ i . . i ik ik . .
por tanto: x, =x’'g,, obien: x’ =x,.g" ((¢") matriz inversa de (gu)).

El producto interior se puede expresar, usando componentes covariantes, por:

= =\ ik _ hi gk ke _ h
(x,y)—xx ik =X 8 X8 i = XX 8 = XX

Puntos infinitamente proximos:

Dos puntos, x; Yy X, son infinitamente proximos si definen un vector diferencial, es
decir, si el vector que va de un punto a otro es infinitesimal: x,x, = dx = dx"¢, .

CARLOS S. CHINEA. MARCHENA OCTUBRE, 2005 4



CALCULO DIFERENCIAL ABSOLUTO. EN LOS ALEDANOS DE LA RELATIVIDAD GENERAL

Elemento diferencial de longitud:

Es la distancia entre dos puntos infinitamente préximos:

ds = d(x,,x,) = |%, — %,| =|dx| = +,/ g, dx'dx’

Derivada y diferencial del producto interior:

Veamos la derivada respecto al tiempo t:

dr ) T a8 T Y T E T

+
7~ N\
=
=[S
N~—

Anédlogamente obtenemos la diferencial total: d(X,y)= (d?c,j/)+ (fc,d)?)

o .. (& (. &
ax'k (x’y):( x'k ’yj—’_(x’ax'kj

Y la diferencial parcial:

Ejemplo:

La matriz de Gramm en una cierta base {é }3 de un espacio euclidiano tridimen-

sional es
1 3 2
(g)=]3 2 -1
2 -1 1

Se pide:

a) Hallar la matriz inversa de la matriz de Gramm.
b) Encontrar las componentes covariantes del vector X cuyas componentes

contravariantes vienen dadas por (x‘,xz,x3)= (3,5,1).

c) Encontrar las componentes contravariantes del vector y cuyas componentes
covariantes son (y,,7,,v;)=(29,9,6).

d) Hallar el producto interior de ambos vectores, X ey, usando las componen-

tes contravariantes.
e) Hallar el producto interior de ambos vectores Xxey, usando las com-

ponentes covariantes.
f) Hallar el producto interior de ambos vectores Xey, usando el producto de

las componentes contravariantes por las componentes covariantes.

Resolucioén:
s 7
1 -5 -7 28 28 28
i 1 '3 1 5 3 7
a) (gk)=§[(gik)]+=—g -5 -3 7o = 2 e
=77 =7 7 7 7
28 28 28
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CALCULO DIFERENCIAL ABSOLUTO. EN LOS ALEDANOS DE LA RELATIVIDAD GENERAL

1 3 2
b) x, =x'g, = (x,%,%)=351)3 2 -1[=(20,18,2)
2 -1 1
1 5 7
k ik 1 2 3
0 ¥ =rg" = (1" )=(299.6 5% 28 o3 =(2,5,7)
7 7 7
28 28 28
1 3 2Y)2
d) (%,7)=x"yg, =>@B51)3 2 1}5 =144
2 -1 1)\7
1 5 7
28 28 28 |29
e) (%,7)=xy,g" =(20,18,2 S>3 7 9 |=144
28 28 28
7 7 7 [6
28 28 28
29
(3,51)] 9 |=144
f) (¥.5)=xy =x'y, = ¢
20
(2,5,7)] 18 | =144
2

01.4. Cambio de base del sistema de referencia:

Cambio de la base en un sistema de referencia puntual:

Dados dos sistemas de referencia fijos con un mismo origen (0, {Ek }n), (0, {El.' }n)
encontremos la matriz de paso de una base a la otra:

Sea un vector expresado en ambas bases:

k

- . Ox . ;- . .
Se tiene, por tanto, que: dx =dxkek =Fdx' e, =dx"e,, por lo cual, al identificar,
X

se tiene:

T
I
Ed
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o
La matriz J, = &
ale

k

se llama Matriz de Jacobi del cambio de base.

Ejemplo de cambio de base en el sistema tridimensional:

1 2
ox  Ox ox’
o '1 '1 1 -
é, ox Ox  Ox é,
o ox' oxt o’ || .
e e
2 2 2 2 2
. ox ox Oox .
1 2 3
& ox' oxt ox |\&
ox®  ox®  ox®

Esto nos indica que fijado el sistema referencial (@, {é'k }n), para cada vector X
expresado en dicho sistema, puede definirse una nueva base por

ox' ).

o™ <

n
Y cuando el punto origen se toma como el mismo vector X, entonces el sistema
referencial
| ox' )

"L ax* <

n

se denomina Sistema natural de referencia en X, con relacién a la base (O, {é'k }n)

Ejemplo de determinacién de la matriz de Jacobi para el caso de un vector X, que
— - _
expresado en las bases {ek}n y {el.}n es:

(ld]

x=x"e', =xe

estando las componentes contravariantes en ambas bases sujetas a las relaciones:

x'= Tx"
X’ = x"
= 2x"45x"+x"
Se tiene:
1 2 3
L A (R ey
ox' ox' ox'
1 2 3
8x2 —0, 8x2 _1, 8x2 _1,
ox' ox' ox'
1 2 3
aa.xﬁ = 1, Sx'3 — 0’ gx'3 = 2’
X X X
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por tanto:

ox’

ox'*

S = O

5
1
2
Ejemplo de determinacion de la relacidon entre las componentes contravariantes de

un vector cuando se conoce la matriz de Jacobi de la transformacion:

Este ejemplo es el inverso del anterior. Usemos los mismos datos. Dados dos
sistemas de referencia fijos con un mismo origen (O, {Ek }n), (O, {El.' }n>, sea:

7 0 5 X = 7x"+x"
pOr tanto, (xl’x2,x3):(xvl,x|2,xv3 | O 1 1 = xZ — va
1 0 2 = 2x"4+5x"x"

Fijado un sistema natural de referencia en X, se tiene que si varia el vector X
también variara el sistema de referencia natural. La expresion matematica de esta
variacion para un cambio infinitesimal del vector X se denomina Transformacion
de Christoffel.

F.{e),) > (G +azfe +az},)

01.5. La transformacion de Christoffel:

Como ya se ha indicado antes, se puede definir para cada punto X del espacio
puntual euclidiano, con vector de posicidon X, un sistema de referencia de origen en
X y base cuyos vectores dependan de las coordenadas de X en un sistema de
referencia fijo.

Sistema natural en X: ()?(x"),{ék (xr)}n)

Al variar las coordenadas del punto X varia obviamente el punto origen del sistema
y también los vectores de la base:

(% f},) > E+an{e +dae},)
oe,

i
X e de =0 gt o1 gt
xk i m axk mk*i

d% = dx'é, =

O sea:
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5= g
Ox
dé, =T! 2 .dx"

e,
ox*
Tales simbolos se denominan Simbolos de Christoffel de 22 especie o de 22 clase, y
tienen la propiedad de simetria respecto de los subindices ky m (I'., =T} ).

Donde hemos llamado T, a las coordenadas del vector en la base {Ei}n.

En resumen, la transformacién del sistema natural (X; {Ei}n) cuando se produce

una variacién infinitesimal de X es
(fe),)=(e:fe),)~ ([xi +§i.kdxv‘ ]?a;  +Trax"e, }n]
(Transformacion de Christoffel)

La transformacion de Christoffel en funcidon de la métrica del espacio:

Sea G=(g;;)» la matriz métrica de Gramm respecto de la base {El.}n, g, =(€,¢€;). Su

derivacion parcial nos da:

og;, 0 oe. oe .
—L = e.e)=|——¢ |+|le,——|="e e )+, T e |=T"g +T* o
axym ax.m ( i J) ax,m Jj i ax”n ( im<h j) ( i Jjm k) zmghj jmglk
0 sea:
og; og..
Gil’]" =T,.g, +1,.8,, 0 bien, por ser G matriz simétrica: 8);% =Tngu+1.8u

llamando (im, j)=T.g,. (jm,i)=T} g, 0,8, = ag"; se puede escribir:
| A "

0,,8; = (im, j) + (jm,i)
(Identidad de Ricci)

Los simbolos (im, j) se denominan simbolos de Christoffel de 12 especie o de 1@
clase.

Variando los subindices en esta identidad, se tiene:

0,8y = (im, j) + (jm,i)
0,8,y = (mi, j)+(ji,m)
ajgim = (l],m) + (WI],Z)

y de aqui, se tiene que: (im,j)=8l.gmj +0,8; = 0,8 -
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Esto nos permite escribir la transformacion de Christoffel en funcion de los simbolos
de primera especie, o bien, en funcidn de la métrica del espacio:

(% fe},)=x2: &},)- v+ 2 et o o+ Gk, g™ e,
n n axk n

(= (e R S o
(x; {e. }n): (x’ei; {e. }n)—) x' +axi,kdxk €; {el. + (8ig,g, +81.gy. —ﬁjgik).g’m.dxkem }n

01.6 Caracter tensorial de los simbolos que aparecen en la transformacion
de Christoffell:

Puesto que las relaciones tensoriales se verifican siempre, independientemente del
sistema de coordenadas elegido, resulta Util establecer el caracter tensorial de las
magnitudes que utilizamos. En particular resulta conveniente establecer si son 0 no
tensores los simbolos que aparecen en la transformacién, a saber la matriz de
Gramm, el simbolo de 22 especie de Christoffel y el simbolo de 12 especie de
Christoffel.

Podemos identificar el caracter tensorial de una magnitud de varios indices por la
forma en que varia en un cambio del sistema de referencia. Asi, si es 4, la matriz

del cambio de base de {¢,} a {¢',} , y B/ la matriz del cambio de base de {¢',} a
€5,

ox' _ - .
e, k=1..n e =B¢e,=—

- 4=
e, =4de = ot &

entonces, una magnitud t tendra caracter tensorial si su expresion t” en el nuevo
sistema de referencia {é'k}n viene relacionada con su expresion en el sistema {é[}n

por la relacion

hl..h
t q

il.ig _ 4kl kp pil iq
R W LY W

Jjl.gp hq
Donde las 4, y B son las matrices indicadas antes.

Tal tensor t se diria que es de orden covariante p y de orden contravariante g.
- Caracter tensorial de la matriz de Gramm:

Sea
(x,y)= (x'i e,y E'j)z (E'l. ,é'j)x'i y=g'x"y

En un cambio de base:
(X,y)= (x”' e, y’e j)= (A,»"Ek,A,’»’éh "y = Al A x"

Por tanto, al identificar:
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g' X"y = Al.kAfgk,,x'i y= g'= AikAfgkh

En definitiva:

g'ij = AikA;gkh

Lo que nos indica que se trata de un tensor 2-covariante (o tensor covariante de
orden 2)

- Caracter tensorial del simbolo de Christoffel de 22 especie:

@, _ 2 oA, ce, _ o4, 06, ox’

F"’ __"4= P _ Aké’ =_Pé’ +Ak ko _ P é. +Ak i _
pq T r ax'q axvq ( 14 /c) axvq k p axvq axyq k P axs ax'q
04, _ e oAt o o
B 5X'Z % AﬁAé Gxﬁ - ax'i G A;A‘;rkge” - Kflek + Azl;AérksBue ,

en definitiva:
k
ooy P = k 45 pryu—=y
. e'. = " e, +A4,4,BTe

por lo cual estos simbolos no tienen en general caracter tensorial. Solamente
tendrian caracter de tensores si fuera nulo el primer sumando de la expresion
anterior, o sea si:

oAt o (oxt

P __ —
ox"  ox'\ ox'"

es decir, solo si las relaciones entre las coordenadas del cambio de base son
lineales, entonces estos simbolos son tensores 2-covariante 1-contravariante:

r k 45 pryu
L, = ApAunst

- Caracter tensorial del simbolo de Christoffel de 12 especie:

Puesto que es (im,j):Fif’ngjh, tales simbolos seran tensores si se verifica la

condicion antes indicada de linealidad de las relaciones entre las coordenadas que
definen el cambio de base.

CARLOS S. CHINEA. MARCHENA OCTUBRE, 2005 11



CALCULO DIFERENCIAL ABSOLUTO. EN LOS ALEDANOS DE LA RELATIVIDAD GENERAL

02. DIFERENCIACION ABSOLUTA

02.1. Definicion. Derivacion covariante absoluta:

- | ox; - _ .
X596 , Si, cuando el sistema
ox',

sufre la transformacién de Christoffel, expresamos la variacion diferencial del vector
X en funcion de los vectores de la base {¢, | :

nt

Dado un sistema natural de referencia (¥,¢,)

n

k —
dx =Dx" e,

Diremos que las componentes Dx* del vector dx en dicha base son las diferenciales
absolutas de las componentes contravariantes del vector.

Analogamente, si consideramos las componentes covariantes del vector X, dadas
por x, =(X,e,) y expresamos la diferencial del vector en la base dada por sus
componentes covariantes:

d% = Dx, &

diremos que las componentes Dx,del vector dx en dicha base son las diferenciales
absolutas de sus componentes covariantes.

- Obtencidn de la diferencial absoluta de las componentes contravariantes:

Oe : .
- _ k— _ k — k 3= _ ) k k o i kyr (N4
dx =d(x"e,)=dx".e +x"de, =dx".e, +x" ——dx" =dx".e +x"I'[dx" e,
ox" ’

por tanto, se puede escribir: dx =dx".é, +x‘T'dx" é, = (dxr +x"T dx" )Er =Dx"é,

y obtenemos, finalmente:

Dx" =dx" + xk.F,; dx"’

- Obtencidn de la diferencial absoluta de las componentes covariantes:

il 3 > 12 - Oe Vj 2T AV 2 r (e 3
Dx, =(dx,e,)=d(X,e,)—(X,de,) =dx, —(x, Gx'kj dx’j =dx, —(x,l“kjdx’ e,,): dx, —ijdx’ (x,e,)

O sea:

Dx, =dx, —x, I} .dx"

Derivacion covariante absoluta:

- De las componentes contravariantes:
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- - - . N\ ox” : S
di=Dx"é =dx"é, +x"Tdx" é = (dx’ +x*T) dx" )e = —dx" +x"T]dx" |e. =
J r g r 8xv] 9 r
ox” P -
= —+x'T) |dx" e =D x".dx" e
ox'’ ki r J r

Por tanto: Dx" :Djx’.a’xf. Llamaremos Derivada Covariante Absoluta de las

componentes contravariantes del vector a la expresién:

ox" .
Djx’ = pwy +xkF,;
X

- De las componentes covariantes:

= = - r (W4 r v \5 ax ' r oz
dx = Dx,.e, =dx,.e, —x I, dx" e, = (dxk —x,Idx" )er = (gf‘jdx T—x, I dx ’j.er =

ox o o
=| —L—xTI} |dx/ e =D x, dx"ée,
axvj g J

Y se tiene, de forma analoga: Dx, :Djxk.dx'j. Se llama entonces, Derivada
Covariante Absoluta de las componentes covariantes de un vector a la expresion:

ox
Dx, =—~—xT/
J Ox'’ r ki

Algunas expresiones con diferenciales absolutas:
El producto interior:

(d%,dy) = (Dx*€,,Dy’é, )= Dx* Dy’ (8,,é,) = Dx' Dy'g,,

(dx,dy)= Dx*Dy’g, = (dxk +x° T dx? )(dyj +y' ) .dy”)gkj

Médulo:

x| = +\/kaDx-’g,q = \/(dxk +x' T} .dx”)(dxf +x"I .dx’ )gkj
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02.2. Derivacion covariante absoluta de expresiones tensoriales. El

procedimiento del Campo Uniforme.

Para derivar un tensor de cualquier orden es muy Uutil el llamado procedimiento del
campo uniforme que consiste en multiplicar el tensor por las componentes de un
campo vectorial cuyas diferenciales absolutas sean nulas, lo cual simplificaria las
expresiones de derivacion del indicado producto. Mediante identificacion es posible
eliminar finalmente el campo uniforme utilizado como método auxiliar y despejar la

derivada absoluta buscada.

Supongamos que queremos derivar el tensor t ” .Construimos una funcién ¢:

P=u, ..u, vﬂ‘...vﬂ"t;‘ o

r

B B

donde las Uy seeslly Y las v',...,v" " verifican que la diferencial absoluta es nula:
4

Du =..=Du =DV =.=Dv'" =0

Es decir:
Du, =du, —uTpdu’ =0= du, =u T} du’
Dv" = dv" +v”1"1’7’jdvj =0=>dv' = —v"l“;].dvj

1]
esto nos permite diferenciar la funcién ¢ :

d¢:D( ., v t ):D(ua] A, ﬁ}‘ﬂl ”+u ., v

— A 5, A-tp
=U, ., V.V Dty

o » 1By

Es decir, tenemos, por una parte que

dp=u,..u, vA Dty "y

tha] 0!

B /34 =

Si por otra parte podemos despejar también d¢ usando las expresiones [1] de la

forma siguiente, aun conteniendo algunos parametros, parl, par2,
_ Yii B a;.a
dp=u, ..u, V'V f(Ly 5", parl, parl,...)

podemos ahora identificar:

dp=u, .u, v’ ﬁtha‘ =, ., v vﬁqf(tﬁ ﬂ,parlpar2 )

ap

y de aqui, despejar la diferencial absoluta buscada para el tensor:

Dt;l{"";’{:’ =f (tzl'_'."';:’ , parl, par2,...)
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02.3. Ejemplos de uso del procedimiento del campo uniforme:

02.3.1. Derivada absoluta covariante de un tensor de primer orden covariante:

Supongamos un campo uniforme de componentes uk(xs), k=1,...n, s=1,...n. Se
tiene:

k
P=u"v,

de=u"Dv,
por ser u"(x*) uniforme, es Du* = du" +u'T;dx’ =0=> du" = —u'T}dx’
por tanto, al diferenciar la funcién auxiliar ¢ se tiene:
dg=du"v, +u'dv, = (— uil“;dxj )vk +uldv, = —uv Tldx’ +u’dv, = up(dvp - vql“z].dxj)
y al identificar: d¢ =u”Dv, = u”(dvp - vql“lfj.dxj): Dv,=dv, —qu;dxj

y la derivada covariante absoluta es:

_ _ q
Djvp - ajvp Vqrpj

02.3.2. Derivada absoluta covariante de un tensor de primer orden contravariante:

Supongamos ahora un campo uniforme de componentes u, (x*), k=1,...n, s=1,...n.
Se tiene:

k
g=u,v

d¢ =u,Dv'
por ser u,(x") uniforme, es Du, = du, —uldx’ = 0= du, =uT}dx’
diferenciamos la funcién auxiliar ¢:
do=du V' +udv' = (uil",;.dxj )vk +udv' =u V'Trdx +u, dv?
y al identificar: d¢ =u,Dv" = u”(dv” + v”l"q‘;dxj): Dv? =dv’ +v'T dx’

y la derivada covariante absoluta es:

P _ 4 a1 P
Djv —a/.v +v qu

02.3.3. Derivada absoluta covariante de un tensor de segundo orden contra-
variante:
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Consideraremos los campos uniformes u,(x’),v, (x’) k=1,...,n, s=1,...,n. Se
tiene:
_ i
¢—u[vjt
_ i
d¢ =uy, Dt

por ser u,(x"),v,(x") uniformes, es du, =uT,dx’, dv, =vIdx’
diferenciamos la funcién auxiliar ¢:

- i i i — i rogk Vi L
dg=uydt’ +udvt’ +duyt’ =uy,dt +ui(vrl“jkdx)t +(url“ikdx )vjt =

=u,dt’ + uivrf;kdxktif + urvjl“l.;dxkt’j =u,v,dt™ + upvqtﬁffﬁcdxk + upvqtiql“ifdxk =

_ rq PiTq vk G P .k
—upvq(dt + 7T dx” + 9T dx )
identificamos:
rq _ rq T ik TP J,-k Pq _ P4 PITY9 Jyk iqrr g,k
u,v,Dt —upvq(dt + 7T dx” + 9T dx ):>Dt =dt™ +t"Tdx” + 17T dx

y la derivada covariante absoluta es:

Dyt = 3,t™ +t"Th + 1T}

02.3.4. Derivada absoluta covariante de un tensor de segundo orden covariante:

Consideraremos ahora los campos uniformes u"(x“'), v"(xs) k=1,...,n, s=1,...,n.
Se tiene:

$=u'v't,

d¢=u'v'Dt,

por ser u"(x*),v"(x") uniformes, es du* =—u'T;dx’, dv* =T, dx’
diferenciamos la funcién auxiliar ¢:

dé=u'v'dt; +u'dv't, +duy t, =u'v'dt, + u[(— VT dx" )tlj + (— u'l], dx* )vjtij =
= uivjdti]. - uivhl“,j;(dxktii - u’lvjr,jkdxktij =u"vidt,, - u”v‘fl“;kdxktps - upv"l“;kdxktsq =

P9 T k T k
=u’y (dtpq Ldx't, =T ,dx tsq)
identificamos:

T dx* —t T dx*

pq "Ll gk sq pk

hdxt —1, T%dx' )= D, = d

Py,4 — 2,P4,4 _
u’v Dtpq =u’v (dtpq N sl ok

y la derivada covariante absoluta es:

¢ I —t 1T

pq “pstqk T Csq pk

Dyt, =0,
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02.3.5. Derivada absoluta covariante de un tensor de segundo orden mixto:

Consideraremos ahora los campos uniformes u*(x*), v, (x’) k=1,...,n, s
tiene:

1,...,n. Se

¢= u’vjtl?

— iy Dyl
d¢ =u'v,Dy;
por ser u*(x*),v,(x*) uniformes, es du" =—u'T dx’, dv, = v, dx’
diferenciamos la funcién auxiliar ¢:

i J i J i i j i s gk hio gk j_
dg=u'vdt] +u'dvt] +du'v i) =u'vdt +u (vsl“jkdx )‘;j +(—u Lydx™ pot] =

=u'v.dt] + uivSijdxktlf —u”vjl“,jkdxkti" =u'v,dt; + upvqrfkdxkt; —upqu;kdxktf =
— P 4 o 4T gk _ 4TS k)
=u vq(dtp +ohdx” =], dx

identificamos:
P, A4 — 4, P 9 4 4iT9 vk _ sa7s gk 9 _ J49 1 4IT9 Jvk 49T ik
u?ViDt] =u vq(dtp +o, U dx" 1], dx ):> Dt} =dt] +t,1dx" [T, dx

y la derivada covariante absoluta es:

q _ q T4 _ 4475
Dl =01l +t)T5 —tT),

02.4. El Teorema de Ricci:

La derivada covariante absoluta del tensor de Gramm es nula:
Dkgij =0

En efecto:

Basta aplicar la regla de derivacidon covariante absoluta de un tensor de segundo
orden covariante y, a continuacion, la Identidad de Ricci:

D.g,=0,g, - gy — g, =0,g, - (jk,i)—(ik, )

Y como por la Identidad de Ricci es 0,g; = (jik,i)+(ik, j), se deduce de inmediato
que D,g, =0.
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02.5. Una expresion para el simbolo reducido de Christoffel de 22 especie
en funcion del determinante de la matriz de Gramm:

El Simbolo de 22 especie de Christoffel reducido, esto es con el indice superior
coincidiendo con uno de los indices inferiores, se puede expresar en funcion del
determinante de la matriz métrica de Gramm mediante la siguiente relacién:

rlii = 8kl‘\/§
(L es el logaritmo neperiano)

En efecto:

Veamoslo en detalle para el caso de un espacio de dos dimensiones:

g &

21 &»

g:‘gg‘: = 818» ~ 8128

Se tiene, llamando Gj; al adjunto del elemento g;:

0,8 =8110:80n + £200,81 — €210:&1r — 120,82 = 0110,&x + G1,0,8,, + (30,8, + G1,0,8,, =

i i iz i i
= Gijakgzj = g_g/akgij,donde es g’la matriz inversa de la matriz de Gramm.

%,

Teniendo en cuenta la expresion de la derivada 0,g; = e
X

=T,g, +1,g, (figura

en la pagina 9):

h i

0,8=24"0,g,=gg"(Tlg, +Tig,)=g8" (Tig, +Tig,)= g."g, (T, +T%)
0 sea.

0,g=g(li+T))=glri +T})=22T}

o1 1
obteniéndose finalmente: I, = 2—8kg = EakLg = c?kL\/g
g

Para espacios euclidianos de mayor nimero de dimensiones la expresién se
generaliza sin dificultad.

02.6. Derivacion covariante absoluta de 2° orden. El Teorema de Riemann-
Christoffel.

Se define la derivada covariante absoluta de segundo orden como la derivada
covariante absoluta del tensor derivada covariante absoluta:

Dt

_ hl.“hp)

Jk R, T Dj (Dktrl...rq

Es importante obtener la derivada covariante absoluta de segundo orden del tensor
de primer orden contravariante en un espacio cualquiera, pues permite definir el
concepto de curvatura mediante la diferencia entre ambas derivadas absolutas de
segundo orden:
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m m _ pm _S
Dyv" =Dgv" = R; v

Se denomina en general curvatura del espacio al tensor de cuatro indices R, al
cual se da también el nombre de Tensor de Riemann-Christoffel.

El tensor de Riemann-Christoffel sera idénticamente nulo si D v" =D, v". Es

decir, en los espacios en donde permute el orden de la derivacidon covariante
absoluta de segundo orden la curvatura del espacio sera nula.

Veremos en lo que sigue que en un espacio euclidiano real se anula el Tensor de
Riemann-Christoffel, y por tanto, la curvatura en estos espacios es nula, por
permutar en ellos la derivacién covariante absoluta de segundo orden (Teorema de
Riemann-Christoffel).

- Expresion general de la derivada covariante absoluta de 2° orden del tensor de
primer orden contravariante:

D,V = Dj(Dpv”): Dt} (habiendo llamado ¢} = D v*)

q9 _ 49— A 449 4 +MT4 g m _ q 4 ,hTe m o hpm g 943,79 Jrm —
D v'=Dil=0,t;+t, T, —t,I —8j(8pv +v th>+(6pv +v th)l“mj—(émv +v l"rm)l"A—

mj m= pj )2
_ q h1g h q my~q hpmyg arm _ e T
= a]pv +8jv th +v 81.th +é’pv ij +v thFny. 0,V ij % FrmFPj =
_ q myq | h q h1q myq g m [ plAh pl I
—[o,ry +Tpre b o v +0 v TE 40,9 T —0, VTN 4V T |=
_ q my~q h
- [airhp +thrm/]v + (Djp

Donde se ha llamado @, =0V’ +8jv”1“,;’p +o V' =0, v +v T T, que es un

mj rm~ pj !

término simétrico respecto a los subindices j y p, pues CDjp = CDpj

Por tanto, la expresion de la derivada covariante absoluta de segundo orden del
tensor de primer orden contravariante, puede expresarse por

Dy =lory +rprs b v,

; _ q h g mygq qym ryg Tm
(Siendo @, =0, v +0,v'T, +0 V"I, =0 VI +v I

- Expresidn del Tensor de Riemann-Christoffel:

m h m h
Djpvq _Dpjvq = [ajl—‘lz7 +thrrzj + (Djp - [aprfz' +F/zfrﬂzp]v _q)pj =
m m h m m h
=(lo,rg, + s J-lo,ry + g, b = (o, -0, + Ty, — g, o
identificando con
Djpv" —Dpjv" = R,;’,jpvh
se tiene, finalmente:
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Rl =0T -0, +I)r! ~T)T

hp™ mj mp

- El Teorema de Riemann-Christoffel:

Si en un espacio vectorial es valido el Teorema de Schwartz de la doble derivacién
parcial de sus vectores, esto es, si

0.Xx=0_X

P P

Entonces el tensor de cuatro indices de Riemann es cero y la curvatura del espacio
es nula.

En efecto:

aipéh = apiéh = aj(apéh ): ap(aiéh):> ai (F‘hés ): ap (rz‘hés ):>

p
s = N - s = N - q = ) q = __ q = s q =
=0,,e+1,,0.e=0T;.¢e+0,0,e =0]I,.+I, e =0T e+, e,

P Jjh g
Por tanto:
q s q _ q s q
éjth +1,,.I% = 8ijh +175,.1
y de aqui:
R,f,jp = 61.1“,;’1) —apr;j +F,fpl“§ —F,;.Fj =0

Como corolario podemos afirmar, por tanto, que en los espacios euclidianos, en los
cuales es valido el teorema de Schwartz, se verifica que la curvatura es nula, y por
consiguiente:

q _ q9 _ p9g h _
Djpv Dpjv —Rh,jpv =0
lo que nos indica que es

q _ q
D./'pv _Dpjv

es decir, el teorema de Schwartz también puede generalizarse a la derivacion
covariante absoluta en los espacios euclidianos.
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03. PSEUDOTENSORES, OPERACIONES Y OPERADORES
03.1. Definicion de pseudotensor:

La definicion de pseudotensor se hace de manera analoga a la definicion de un
tensor.

Podemos establecer el caracter de pseudotensor de una magnitud de varios indices
por la forma en que varia en un cambio del sistema de referencia. Asi, si es 4, la

matriz del cambio de base de {é,.}na {E'k}n, y B! la matriz del cambio de base de
€, e,
ox' ~

SV (fig _ _ pky _ s
ek—Akel.—g—'kel., k=1,..,n =B'e,=——¢€',, i=L..,n
X

entonces, una magnitud t tendra caracter pseudotensorial de peso m si su
expresion t’” en el nuevo sistema de referencia {E'k}n viene relacionada con su

expresion en el sistema {éi}n por la relacién

il.ig _ pym 4kl kp pil iqg ,hl..hg
£ = D" AN AT BB gl

Donde es D el determinante de las matrices 4, y B’ del cambio de base ya
indicadas antes, y m es un nimero real que se denomina peso del pseudentensor.

El pseudotensor t se diria que es covariante p y contravariante g y con peso m.

3.2. Producto de pseudotensores de opuesto peso:
El producto de dos pseudotensores de peso opuesto es un tensor cuyos ordenes de
covarianza y contravarianza es suma de los respectivos ordenes de covarianza y
contravarianza de los pseudetensores que se multiplican.

En efecto:

Supongamos los dos pseudotensores cuyo peso es opuesto:

il...0 k1 ki i1 7
Q"4 = p".44..4% BB

Jjl..gp hq

hl..hg lofu _ pmm grl g pfl pfuggglegy
Qudy WY =D A AL Bl Bl

sl...sv gu rl..ru
se tiene:

1il...ig Wflfu m -m 4kl kp 41l rv pil iq f1 fu hl..hg\gsgl...gv
QU L= D D AR A 47 A7 BB B B QI

Jl..jp sl...sv hl® kl..kp ~rl..ru
en definitiva:

Qvil...iq \Pvfl...fu — .Ai[ll...A[(IHV).B;...Bt(q+u).Qz}::ZZ\Pglmgv

jlejp sl..sv i(p+v) z(q+u) rl..ru

que es un tensor (p+v)-covariante y (q+u)-contravariante.
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3.3. El pseudotensor de Kronecker:

Es una magnitud que indistintamente puede definirse de forma contravariante o
covariante, por la condicion:

0 k,..k, no todos distintos
E, « =1 1 subindices en permutacion par

—1 subindices en permutacion impar

Esta magnitud podemos considerarla en general ligada a los términos del desarrollo
de un determinante de orden p.

Asi, por ejemplo:

a, 4 a4
Gy Ay Q3| = Ay, Ay, Ay, 'Ek1k2k3 = 50y Ey + a,05,05 . By + 430,05, By +
as; Gy Gy

+ 030005 Eyy, + 41,0505 B, 3 + 0,,05,05, E 5y =

= 4)Ay 0533 + A10y305; + 0130505, — Q305,05 — A1, 05,033 — ;105305
En general se tiene, para el determinante D de la matriz de cambio de base:

— 47| =
D= ‘Ak‘ =k, L,

y por otra parte:

D=D.E',

Jn

- . ] _ 1 — -1
por tanto, al igualar: D.E', . =ay, ..a, .E , =E, =D"a,, .a,  E ,

n

en general es, por tanto:

' —_ -l 4A Jn
B, , =D Al A" E,

Jiee 1k,

3.4. El pseudotensor de Gramm:

Se trata del determinante g de la matriz de gramm, que, como veremos a
continuacion es un pseudotensor de peso 2 con orden nulo de covarianza y
contravarianza.

g, =@.¢)=(4re 412 )=4araie, e )=4r4' g,
Tomando determinantes:

|gl.k| = ‘AipA,f.g'pq‘ = ‘Af‘.‘A,?‘.‘g'pq‘ =g=D.D.g'
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En definitiva:

g=D’g

3.5. El tensor de Gramm-Kronecker:

Si multiplicamos el pseudotensor de Kronecker por la raiz cuadrada del
pseudotensor de Gramm, se obtiene un tensor del mismo orden de varianza que el
pseudotensor de Kronecker:

En efecto, pues al tratarse de dos pseudotensores de opuesto peso:

E'jl...jn = D_I'Akjll A,f 'Ekl...kn Y \/E = D\/E
se tiene:

\/? E = AI{II ...A,{: \/g By 4,

3.6. Definicion de operaciones usando el tensor de Gramm-Kronecker:
Producto interior diadico:

Se acostumbra a llamar producto interior diddico # ® v de dos vectores u,Vv, a los
productos cruzados de sus componentes contravariantes (o covariantes):

d’ =u'v’

Producto exterior tensorial:

También se define el producto exterior tensorial u AV por la diferencia entre los
productos didadicos conmutados de ambos vectores u, Vv :

s” =u'v —v'u'

Producto exterior vectorial:

El producto exterior vectorial se define usando el tensor de Gramm-Kronecker:

CARLOS S. CHINEA. MARCHENA OCTUBRE, 2005 23




CALCULO DIFERENCIAL ABSOLUTO. EN LOS ALEDANOS DE LA RELATIVIDAD GENERAL

<y

O . 1 S
AV =—uy,é.~gE" =—=uy e E"
g «

Ve

Ejemplo:

En el caso de un espacio euclidiano de tres dimensiones, sera:

1 )
= - k
UNV=—=uy,e E" =

Ve

_ 123 - 312 - 17231 - 132 e 213 - 321 | _
—uv2e3 +uvie, 7 +u,vie BT +uyvie, B tu,vie, BT +uyv,e B ]—

\/_

= [u V,€; + UV €, +U,V,E — U VL€, — U,V E, —u3vzel]

JE

por lo que en este caso tridimensional se acostumbra a representar —de manera
poco apropiada, obviamente- mediante un determinante:

1 a 6 &

UNY = T u, U, U,
g

ViV, W

Producto mixto:

El producto interior mixto de tres vectores se define usando también el tensor de
Gramm-Kronecker como el producto diadico de uno de ellos por el producto exterior
vectorial de los otros dos:

[, ¥, w]:—uv wk\/_E”k wy,w E™
\/_

para el caso de tres dimensiones, se obtiene de inmediato en forma de
determinante:

W W, W
- 1
u,v,w|= T U, u, U
4
Vi Vo W

3.7. Operadores diferenciales:

Mediante el uso del tensor de Gramm-Kronecker pueden definirse algunos de los
operadores diferenciales clasicos en términos de derivacién absoluta. Podemos
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expresarlos mediante sus componentes contravariantes o covariantes, recordando
que

J _ ok — J 5 — =>* S* _ ok
uw =g u, uy=g;u, € =g, ¢=g°¢

Para la expresion de un vector ¥ por sus componentes contravariantes y
covariantes:

Gradiente:

Divergencia:
Vv = (15,17)2 g"*Dyv,, Vv =(D,v) = gDV
T : La di ia del vector v =v’é ?”—La("\/_)
eorema: La divergencia del vector v =v’e; se expresa por Vv = Vg

Jg

En efecto:
Vi = (ﬂﬁ): g" Dy, =D;g"v, =Dy’ =0y +v'T[=0 +v'0, (L\/§)=

=0 +VT;8S(\/E):aJVj+VT;aj(\/E)= 5_/1/./_\/5\_/,_?/_8_/(&):\/Laj(vj\/g)

g

si viene dado en forma covariante: Vy = (D,7) = g, D'V = D =%ak(v"\/§)
g
Rotacional:

Se puede definir el rotacional usando el tensor de Gramm-Kronecker:

S| . N 1 o
Vxy = EDivjek \/EE”k = —DivjekE”k

Vg

Para el caso de tres dimensiones puede expresarse nmemotecnicamente por

e e e
Dl DZ D3

Vi Vo Vs

= 1

Vxy =—
Jg

Norma del gradiente:
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Vol = (ﬁw,?qo):;—(ok%g@

Laplaciana:
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