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1. Introduccion:

En su expresidon mas simple, el Teorema de la Funcién Inversa se refiere a una
funcion f:A—)B, esto es, que VX e 4, f()_c'):j/eB, en la cual se pretende
despejar la X y obtener otra funcién g:B—> A tal que VyeB,g(y)=x€ A4,
verificando
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explicando asimismo las propiedades de diferenciabilidad y continuidad de la
funcion g:B — A en funcion de las propiedades de diferenciabilidad y continuidad

de la funcion f:A—)B.

Intrinsecamente conectado con este teorema estd el llamado Teorema de la
Funciéon Implicita que, también expuesto de la manera mas sencilla, pretende

establecer las condiciones en las que es posible obtener la funciéon f:4— B,
cuando se conocen relaciones implicitas de las variables de la forma F(x,y)=0,

encontrando condiciones que permitan tanto despejar variables como establecer
condiciones de diferenciabilidad y continuidad.

El problema adquiere gran importancia cuando se establece una generalizacién a
funciones f:R" — R" en el Teorema de la Funcién Inversa, o cuando se estudian



relaciones implicitas de la forma F, (X,,...,x,) =0,k =1,...En su forma mds general
se trata, en definitiva, de un sistema de n ecuaciones con n+k variables

fj(xl,xz,...,xn;tl,tz,...,tk) =0, j=L12,.,n
y se trata de saber bajo qué condiciones puede ser resuelto tal sistema respecto de
las n variables x,,x,,...,x, en funcién de las ¢,t,,...,t,. En la demostraciéon que

hacemos del Teorema de la Funcion Implicita en el desarrollo de este trabajo
usaremos la notacién

f(%1,)=0, j=12,..n

onde es X =(x,,X,,...,x. )€R", t,=(t,,t,,....,t,) € R, por lo que (X;f,)eR"
dond XX, )ER", £ =(t,tyynt,) € R | ,)eR"™*

2. Desarrollo:

Teorema 1:

La condicidon necesaria y suficiente para que la funcién f:A—>B admita
inversa g: B — A es que sea suprayectiva y uno a uno (inyectiva).

Demostracion:

- Condicion suficiente. Si es suprayectiva e inyectiva admite inversa:

fsuprayectiva:>
=>VyeB,dxed/ f(x)=y=>VyeB,Ixe A/ g(y) =x= Dom(g)=B

finyectiva:>
S fx)=yafx)=y=f(x)=f(x,)=>x =x,=
jg(y)le

= X, = X, = g uniforme
gy)=x,

- Condicién necesaria. Si existe inversa, entonces la funcidon es suprayectiva e
inyectiva:

gof:IdA fog:IdB

Vye B, (fo2)») = fle]=f(x) =y,

es decir:



VyeB,3xe A/ f(x) =y = f suprayectiva

Sx)=f(x) = (go f/)x)=(go f/)xy) = 1 (x)=1,(x,) > x, =%, =
= [ inyectiva

Teorema 3:

Sea la funcién f:ScR" —>f(S)cR’", inyectiva en el conjunto compacto
S c R", es decir, existe la funcién inversa ]7’1 :f(S)—)S. Entonces, si fes

continua en §, ]7_1 es continua en f(S).

Demostracion:

Sea ye f(S)/limy, =y, Sean también {%,}= {fﬁl(yn)}, n=12,.

Se tendra entonces que

{¥,} = S A%, }infinito A S compacto = 3x € S/ x punto _acumulac{i, } =
=37, }c &, }/lim¥', = ¥

y, por ser f continua, {f@,)}< {f()f= 7,

se tiene, en definitiva:

limx' =X A f continua = limj?(x'n )= f()?)

" lim /& )=limy = f(F)=7
V@l atims, =5 T hms )i, =

de lo cual se sigue que X = f'(¥), o bien lim%, =lim /7' (3,) = /7 (3)

Ahora bien, lim /7' (3,)= /' (3) = [~ continua en f(S)

Teorema 4 (Teorema de la Funcién Inversa):

Sea S — R" abierto y sea f:ScR” —>]’(S)CR'” tal que feC' en S.
Vx,€S/J (X)) #0=>34c S /\EIBgf(S)/\ dg : B — A tales que verifican:
1) x, € 4, f()?o)e B .

2) f(4)=B8.

3) f esunoaunoen A

4) 8(B) =4, g(f(X)=%Vied

5) geC' en B.



Que también puede enunciarse asi:

Sea S — R" abierto A f:R"—>R"/feC'enS

Vx,€S/J (X)) =D, f,(x)) #0,i,j=1,...,n =
:>EIAgS/\EIng7(S)/\EI§:B—>A/)?OeA/\j?()_c'o)eB/\finyectivaenA/\
AF(A)=BAg(B) = AA|Vicd g(fE)=F|rgeC enB

Graficamente:

=]

L=l

f(S)

%, €4, f(%)eB
S c R" abierto f inyectiva en A
f:R">R" N f(4)=B
jeCens &(B) = 4, gf(®)|= 7. vi e 4
J (%) #0 geC'enB

Demostracion:

Se tiene, desde las hipdtesis del teorema:

a)

J;(Xy) #0 A J (X)) continuo = 3E (x,) entorno de x, I (X)#0,Vx e E'(xy) (*) =
(*)= 3JE(x,) < E'(x,)/ f inyectiva en E(x,)



(*): por el teorema 5 del articulo “Utilizando el Jacobiano”, en esta Web.

b) Sean K,]? esferas abierta y cerrada, respectivamente, con centro en el
punto x,, y contenidas en el entorno E(x,):

K c E(x)) = J,;(x)#0,Vx € K A f inyectiva en K

c) Por (**), f inyectivaen K = 3E(f(x,)) < f(K).
Llamemos B = E(f(x,)) < f(K) < f(S)

(**) . ver teorema 4 del articulo “Utilizando el Jacobiano”, en esta Web.

d) Sea A= f'(BYNK = A abiertoA A K c E(x,) = S

Por el teorema 3, se tiene que
]7 inyectiva y continua en K A K compacto => 38 : ]7([?) - I?/gf(?c) =X,VieK A
A g continua en ]7(]? )

Llamemos ]7_1 ala funcion g
e) Se tiene, en definitiva, que:

1. 34,B abiertos/| Ac SABc f(S)A %, € 4, f(%,) € B
2. AcE(x,) A f inyectiva en E(X,) = f inyectiva en A
A=7B) K= f() = FF B K)= (B A F(K) =
=BnN f(K)=B
por tanto es f(A) =B
4, dg: f(]?) —>K/Vxek, g(f()?)) =X y por ser BcC f(K) podemos
restringir esta funcién al conjunto B, y es: Vy € B,3x € A/f()?) =y=>g(B)c A
pero también es Vi € 4, g|f(¥)|= 5= f(¥) e B= T B/ §(F) =¥ =
= g(B)24
por lo cual, de ambas inclusiones: g(B) =4

f) Para probar la afirmacion 5 del teorema, o sea, que gecl en B (g
diferenciable con continuidad en B), haremos un desarrollo aparte.

Se trata de probar que g=(g,,..g,):R" > R" es diferenciable con

continuidad en Bcf(S)cR”, cumpliéndose, como ya hemos visto en los
apartados  anteriores, que A vy B son abiertos  tales que

— —

X,€ A, f(x,)e B, [f(A)=8, f es uno a uno en A,
gB)=4, g(f(X))=x,Vxe A
Por definicion de funcidon diferenciable con continuidad (ver “Utilizando el

Jacobiano” en esta misma web) se trata, en definitiva, de probar que existen y
son continuas las derivadas parciales



D.g,(y),VyeB, rik=1,.,n

O dicho de otro modo, que existen y son continuos los limites

lim g (y+Au,)—g,(y) k=l..n

A T r=1,..,
A->0 : "

—_——

.,0,1,0...0), esto es, el 1 esta en la posicion r-
ésima)

(siendo el unitario u, = (0,.

Veamos:

f1) Llamemos, Vy e By para 41 —> 0:
Xx=g(y)e 4, xX'=g(y+Au,)eAd
de donde
y=/@ y+ i, = [(3)
f2) En definitiva, se tiene que
FGEY-f(F) = Adi, = 2.(0,777.,0,1,0...0)
o bien, usando las componentes f,,...f,:

f,-()?')—f,.()z):{o’ iirjwz{O, i

A, i=r A 1, i=r
f3) Por el teorema del valor medio n-dimensional:
SKE) = [,(3) =V, (E)-(3-%)
siendo Z, punto del segmento que une X con X'

f4) Si dividimos por A se tiene:

JE) L) _ g FF
=)

y en forma matricial seria



D) . DG 2 0
Dfy(Z) . Dfi(E)|[ 2%

. . A 1=

DS, () . Df,G))| % -x, | [0
L A

que tiene solucion uUnica al ser no nulo el determinante de la matriz de los
coeficientes, pues de ser el jacobiano en un punto de S no nulo, razonando
como antes, obtenemos que

det|D, £,(Z) %0

para los puntos del conjunto A. Por tanto, la k-ésima incégnita es

X, =%, :gk(y-’_/l'ﬁr)_gk(y) k=1,...n
y) y) " lr=1...n

f5) Por consiguiente, existen los limites

V+Adi,) - g, (¥ . k=l..n
g (v r)éhU)zqu”,
A r=1..n

lim
A—-0

f6) Estos limites son cocientes de determinantes donde figuran solo las
derivadas parciales de la funcién f, Djfi(fc), que son funciones continuas por

ser fe C'. Asi, pues, de la continuidad de las Djf,.(?c) resulta la continuidad

dellas D g, ().

5. Queda, pues, probado que al ser las D,g,(y) continuas, la funcién g es

diferenciable con continuidad, o sea, g € C' en B.



Teorema 5 (Teorema de la Funcidn Implicita):

Sea f = (fi.-.. f,) definida en un conjunto abierto S  R"* con valores en R",
que es diferenciable con continuidad, es decir, fe€C' en S. Sea (Xy34,) un
punto de S para el cual es f()?o;fo):O y no se anula el jacobiano,
J(X3ty) =D, fi(%y3ty) # 0,4, j=1,..,n, con X, eR" y f,eR". Se verifica
entonces que existe un entorno E del punto ?0 e R* y una unica funcién
g:E— R" tal que

1) g(fo):fo

2) Vi eE, f(g();7)=0

3) geC'enE

Mas simbdlicamente, puede enunciarse asi:

Sea S R"* abierto A f:R™ S R"/feC'enS

Vi, e RV, € R* (%5t € S, f(Fsty) =0, T (Rp3fy) = D, f;(%y3ly) # 0,4, j = Loeccyn =
= JE(f,) © R*, entorno de t, A3g : E(,) > R"/ g({,) =X, A g € C' en E(t,) A

AT < EG. (e =0]

Demostracion:

Antes de establecer el entorno E(Z,) y la funcién g que se indican en la tesis
del teorema, veamos la aplicacion del Teorema de la Funcion Inversa a la
funcion F definida de R"™ en R™", de la siguiente manera:

Fv . Rn+k N Rn+k ,
V(X,f)e R™" /%= (x,,..,x,)€R",{ =(t,...,t,) € R",
F(3,0) = (F(%,0 )y F,(%,0), F, | (3,0),000, F,, (%,1)) € R"™
donde cada una de las componentes viene dada por:

f(X,1) sil<m<n
¢

sin<m<n+k

F (%,0)= {

m-n

O sea, la funcién F puede expresarse asi:
~ |7 7). pn+k n+k
F=\f,i):R"" >R

donde es f = (f,,..., /.): R™* — R" la funcion de la hipétesis,

yes i =(i,..,i,): R"* - R* la identidad en R’



Entonces, el jacobiano de esta funcién en un punto genérico (x,7) sera:

Jo(3,0) = det|D,F(3,7)|
por la forma de la definicién de la funcion F resulta inmediato que este
determinante tiene las k Gltimas filas y las k ultimas columnas formando una

caja cuadrada cuya diagonal es la unidad y el resto de los elementos son nulos;
mientras que las n primeras filas y n primeras columnas coinciden con las del

determinante jacobiano de la funcién f . Por consiguiente:
Jo(%,0) = det|D, £(3,1)]

Luego, al cumplirse, por hipétesis, que J,(X,,f,)= detlef,.(?co,?o)J;t Ose
concluye que también es J, (X,,7,) # 0.
Por otra parte, es: F(%,,7,) = (f(fo,fo),f(fco,fo)): (0,7,)

Por el Teorema de la Funcion Inversa, existirdn entonces dos conjuntos
contenidos en R’”k,AyB, y existird también una funcién inversa,

G: R™" — R™* verificindose:
F inyectiva en A, F(A4) =B, G(B) =4, é[ﬁ(}?,f)]: (X,1), GeC' en B

En estas condiciones, podemos expresar a la funcion inversa G en la forma:

De modo que:

V(%.7) € B, G(%.1) =(G,.G, \%.1) = (G, (%.1).G, (%.1))=
= (G, (%,7)0s G,y (3,1 ), Gy (1 )orns Gy (RrT) ) € R

O sea, es:

G, :R"™ - R", Y(¥,/)e Bc R™,G (%,1)eR"
G,:R"" >R, Y(¥,f)e Bc R"*,G,(¥,{)e R

por lo cual se tiene que

G(F.0)=(G,.G \F&.D)=(G,(FED) G (FED))= )=
G, \F(3,7)
G \F(%,7)

=X
=7

A partir de esto, describimos el entorno E(fo) y la funciéon g que figuran en la
tesis del teorema de la manera siguiente:



E@,) = e R* /(0,7) € B
Vi e E(f,), g({) = G,(0,7)

con lo cual es E(z,) abierto y también E(f,) = B

ge C' en B, por ser las componentes de g también componentes de G.

Asimismo es:

(0.7,)= FE,.0) = 8G,) = G, (0.7,) = G, (F(%,.1,)) = %, = &(7,) = %,
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