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SOBRE LAS APLICACIONES DE Rn EN Rm  

EL TEOREMA DE LA 
FUNCIÓN INVERSA 

 
 

Carmen SÁNCHEZ DÍEZ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. Introducción: 
 
 
En su expresión más simple, el Teorema de la Función Inversa se refiere a una 

función BAf →:
r

, esto es, que  ByxfAx ∈=∈∀
rrrr )(, , en la cual se pretende 

despejar la xr  y obtener otra función ABg →:r  tal que AxygBy ∈=∈∀
rrrr )(, , 

verificando 
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rrrrrr
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explicando asimismo las propiedades de diferenciabilidad y continuidad de la 
función ABg →:r  en función de las propiedades de diferenciabilidad y continuidad 

de la función BAf →:
r

. 
 
Intrínsecamente conectado con este teorema está el llamado Teorema de la 
Función Implícita que, también expuesto de la manera más sencilla, pretende 

establecer las condiciones en las que es posible obtener la función BAf →:
r

, 

cuando se conocen relaciones implícitas de las variables de la forma 0),( =yxF rr
, 

encontrando condiciones que permitan tanto despejar variables como establecer 
condiciones de diferenciabilidad y continuidad. 
 
El problema adquiere gran importancia cuando se establece una generalización a 

funciones mn RRf →:
r

 en el Teorema de la Función Inversa, o cuando se estudian 
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relaciones implícitas de la forma ,...1,0),...,( 1 == kxxF nk
rr

En su forma más general 

se trata, en definitiva, de un sistema de n ecuaciones con n+k variables 
 

njtttxxxf knj ,...,2,1,0),...,,;,...,,( 2121 ==  

y se trata de saber bajo qué condiciones puede ser resuelto tal sistema respecto de 
las n variables nxxx ,...,, 21  en función de las kttt ,...,, 21 . En la demostración que 

hacemos del Teorema de la Función Implícita en el desarrollo de este trabajo 
usaremos la notación  
 

njtxf j ,...,2,1,0);( 0 ==
rr

 

 

donde es n
n Rxxxx ∈= ),...,,( 21

r
, k

k Rtttt ∈= ),...,,( 210

r
, por lo que knRtx +∈);( 0

rr
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. Desarrollo: 
 

 
Teorema 1: 
 

La condición necesaria y suficiente para que la función BAf →:
r

 admita 

inversa ABg →:r  es que sea suprayectiva y uno a uno (inyectiva). 
 
Demostración: 
 
- Condición suficiente. Si es suprayectiva e inyectiva admite inversa: 
 

f
r

suprayectiva⇒  

             BgDomxygAxByyxfAxBy =⇒=∈∃∈∀⇒=∈∃∈∀⇒ )()(/,)(/,  
 

f
r

inyectiva⇒  
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xyg

xxxfxfyxfyxf

⇒=⇒
=
=

⇒

⇒=⇒=⇒=∧=⇒
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- Condición necesaria. Si existe inversa, entonces la función es suprayectiva e 

inyectiva: 
 

dBdA IgfIfg == oo  

 
     [ ] yxfygfygfBy ===∈∀ )()())((, o , 
   
     es decir: 
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     rayectivafyxfAxBy sup)(/, ⇒=∈∃∈∀  
 

     
inyectivaf

xxxIxIxfgxfgxfxf dAdA

⇒
⇒=⇒=⇒=⇒= 21212121 )()())(())(()()( oo

 

 
 
 
Teorema 3: 
 

Sea la función mn RSfRSf ⊂→⊂ )(:
rr

, inyectiva en el conjunto compacto 
nRS ⊂ , es decir, existe la función inversa SSff →− )(:1

rr
. Entonces, si f

r
es 

continua  en S , 1−f
r

 es continua en ).(Sf
r

 
 
Demostración: 
 

Sea ,lim/)( yySfy n
rrrr

=∈  Sean también { } { } ,..2.1,)(1 == − nyfx nn

rr
 

Se tendrá entonces que  
 
{ } { } { }

{ } { } xxxx
xacumulacpuntoxSxcompactoSinitoxSx

nnn

nnn
rrrr

rrr

=⊂∃⇒
⇒∈∃⇒∧∧⊂

'lim/'
_/inf

 

y, por ser f
r

 continua, { } { } { }nnn yxfxf rrrrr
=⊂ )()'(   

 
se tiene, en definitiva: 
 

{ } { }
yxfyxf

yyyxf
xfxfcontinuafxx

nn
nnn

nn rrrrrr
rrrrr

rrrrr

=⇒=⇒
=∧⊂

=⇒∧= )(lim)'(lim
lim)'(

)()'(lim'lim
 

 

de lo cual se sigue que )(1 yfx rrr −= , o bien )()(limlim 11 yfyfx nn
rrrrr −− ==  

 

Ahora bien, )()()(lim 111 Sfencontinuafyfyf n

rrrrrr
−−− ⇒=  

 
 
 
 
 
Teorema 4 (Teorema de la Función Inversa): 
 

Sea nRS ⊂  abierto y sea mn RSfRSf ⊂→⊂ )(:
rr

 tal que 1Cf ∈
r

 en .S  

ABgSfBSAxJSx f →∃∧⊆∃∧⊆∃⇒≠∈∀ :)(0)(/ 00
rrrr

 tales que verifican: 

1) BxfAx ∈∈ )(, 00
rrr

. 

2) BAf =)(
r

. 

3) f
r

 es uno a uno en .A  

4) .,))((,)( AxxxfgABg ∈∀==
rrrrrr

 

5) 1Cg ∈r  en B . 
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Que también puede enunciarse así: 
 

Sea nRS ⊂  abierto  SenCfRRf mn 1/: ∈→∧
rr

 

[ ] BenCgxxfgAxABgBAf

AeninyectivafBxfAxABgSfBSA

njixfDxJSx ijf

1

00

000

))((,)()(

)(/:)(

,...,1,,0)()(/

∈∧=∈∀∧=∧=∧

∧∧∈∧∈→∃∧⊆∃∧⊆∃⇒

⇒=≠=∈∀

rrrrrrrr

rrrrrr

rrr

 

 
 
Gráficamente: 
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Demostración:  
 
Se tiene, desde las hipótesis del teorema: 
 
a) 

)(/)(')((*)
(*))(',0)(/)()(0)(

000

000
'

00

xEeninyectivafxExE
xExxJxdeentornoxEcontinuoxJxJ fff

⊂∃⇒

⇒∈∀≠∃⇒∧≠
rrr
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(*): por el teorema 5 del artículo “Utilizando el Jacobiano”, en esta Web. 
 

b) Sean KK ,  esferas abierta y cerrada, respectivamente, con centro en el 

punto 0x , y contenidas en el entorno :)( 0xE  

  
KeninyectivafKxxJxEK f ∧∈∀≠⇒⊂ ,0)()( 0

r
 

 
c) Por (**), )())(( 0 KfxfEKeninyectivaf ⊂∃⇒ . 

     Llamemos )()())(( 0 SfKfxfEB ⊂⊂=  

      (**): ver teorema 4 del artículo “Utilizando el Jacobiano”, en esta Web. 
 

d) Sea SxEKAabiertoAKBfA ⊂⊂⊆∧⇒∩= − )()( 0
1  

    Por el teorema 3, se tiene que 

∧∈∀=→∃⇒∧ KxxxfgKKfgcompactoKKencontinuayinyectivaf srrrrrrr
,)(/)(:

)(Kfencontinuag
rr

∧  

    Llamemos gfuncionlaaf rr
1−  

 
e) Se tiene, en definitiva, que: 
  

    1.  BxfAxSfBSAabiertosBA ∈∈∧⊂∧⊂∃ )(,)(/, 00
rrrr

 

    2.  AeninyectivafxEeninyectivafxEA
rrrr

⇒∧⊂ )()( 00  

    3.  
( )

BKfB

KfBffKBffAfKBfA

=∩=

=∩=∩=⇒∩= −−−

)(

)()()()()( 111

r

rrrrrrr

 

                            por tanto es  BAf =)(
r

 

    4. xxfgKxKKfg rrrrrrr
=∈∀→∃ ))((,/)(:  y por ser )(KfB

r
⊂  podemos 

restringir esta función al conjunto B, y es: ABgyxfAxBy ⊆⇒=∈∃∈∀ )()(/, rrrrr&r
   

         pero también es [ ] ⇒=∈∃⇒∈⇒=∈∀ xygByBxfxxfgAx rrrr&rrrrrrr )(/)()(,  

         ABg ⊇⇒ )(r  

        por lo cual, de ambas inclusiones:  ABg =)(r  
 

f) Para probar la afirmación 5 del teorema, o sea, que BenCg 1∈
r

 ( gr  
diferenciable con continuidad en B), haremos un desarrollo aparte. 
 

Se trata de probar que nn
n RRggg →= :),...,( 1

r
 es diferenciable con 

continuidad en nRSfB ⊂⊂ )(
r

, cumpliéndose, como ya hemos visto en los 
apartados anteriores, que A y B son abiertos tales que 

BxfAx ∈∈ )(, 00
rrr

, BAf =)(
r

, f
r

 es uno a uno en .A , 

.,))((,)( AxxxfgABg ∈∀==
rrrrrr

 
 
Por definición de función diferenciable con continuidad (ver “Utilizando el 
Jacobiano” en esta misma web) se trata, en definitiva, de probar que existen y 
son continuas las derivadas parciales 
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nkrByygD kr ,...,1,,),( =∈∀
rr

 

 
O dicho de otro modo, que existen y son continuos los límites 
 

nr
nkyguyg krk

,...,1
,...,1

,
)().(

0
lim

=
=−+

→
λ

λ

λ

rrr

 

 

(siendo el unitario 0...0,1,0.,,.0( −−−−= r
ru
r

), esto es, el 1 está en la posición r-
ésíma) 

 
 
Veamos: 
 
   f1) Llamemos, By∈∀

r
y para 0→λ : 

 
AuygxAygx r ∈+=∈= ).(',)( rrrrrr λ  

 
         de donde 
 

)'(.)( xfuyxfy r
rrrrrrr

=+= λ  
 
 
    f2) En definitiva, se tiene que 
 

)0...0,1,0.,,.0.(.)()'( −−−−==− r
ruxfxf λλ rrrrr

 
 
         o bien, usando las componentes nff ,...1 : 

 





=
≠

=
−

⇒




=
≠

=−
ri
rixfxf

ri
ri

xfxf ii
ii ,1

,0)()'(
,
,0

)()'(
λλ

rr
rr

 

 
    f3) Por el teorema del valor medio n-dimensional: 
 

)').(()()'(1 xxzfxfxf iii
rrrrrr

−∇=−  

       
             siendo iz

r
punto del segmento que une xr  con 'xr  

  
    f4) Si dividimos por λ  se tiene: 
 

λλ
xxzfxfxf

ii
i

rr
rrrr

−
∇=

− ').()()'(1  

 
          y en forma matricial sería 
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λ
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λ
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que tiene solución única al ser no nulo el determinante de la matriz de los 
coeficientes, pues de ser el jacobiano en un punto de S no nulo, razonando 
como antes, obtenemos que 
 

[ ] 0)(det ≠iij zfD r
 

 
para los puntos del conjunto A. Por tanto, la k-ésima incógnita es 
 





=
=−+

=
−

nr
nkyguygxx krkkk

,...,1
,...,1

,
)().('

λ
λ

λ

rrr

 

 
 
     f5) Por consiguiente, existen los límites 

nr
nk

ygD
yguyg

kr
krk

,...,1
,...,1

),(
)().(

0
lim

=
=

=
−+

→

s
rrr

λ
λ

λ
 

 
     f6) Estos límites son cocientes de determinantes donde figuran solo las 

derivadas parciales de la función ),(, xfDf ij
rr

 que son funciones continuas por 

ser 1Cf ∈
r

. Así, pues, de la continuidad de las )(xfD ij
r

 resulta la continuidad 

del las )(ygD kr
s

. 

    
   5. Queda, pues, probado que al ser las )(ygD kr

s
 continuas, la función gr  es 

diferenciable con continuidad, o sea, 1Cg ∈r  en B. 
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Teorema 5 (Teorema de la Función Implícita): 
 

Sea ( )nfff ,...,1=
r

 definida en un conjunto abierto knRS +⊂  con valores en nR ,  

que es diferenciable con continuidad, es decir, 1Cf ∈
r

 en S . Sea );( 00 tx
rr

un 

punto de S para el cual es 0);( 00 =txf
rrr

 y no se anula el jacobiano, 

njitxfDtxJ ijf ,...,1,,0);();( 0000 =≠=
rrrr

, con nRx ∈0
r

 y kRt ∈0

r
. Se verifica 

entonces que existe un entorno E del punto  kRt ∈0

r
 y una única función 

nREg →:r  tal que  

1) 00 )( xtg rrr
=  

2) ( ) 0);(, =∈∀ ttgfEt
rrrrr

 

3) EenCg 1∈
r

 
 
Más simbólicamente, puede enunciarse así: 
 

Sea knRS +⊂  abierto  SenCfRRf nkn 1/: ∈→∧ +
rr

 

[ ]0));((),(

)()(/)(:,)(

,...,1,,0);();(,0);(,);/(,

0

0
1

00000

0000000000

=∈∀∧

∧∈∧=→∃∧⊂∃⇒

⇒=≠==∈∈∀∈∀

ttgftEt

tEenCgxtgRtEgtdeentornoRtE

njitxfDtxJtxfStxRtRx
nk

ijf
kn

rrrrrr

rrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrr

 
Demostración: 
 
Antes de establecer el entorno )( 0tE

r
 y la función gr  que se indican en la tesis 

del teorema, veamos la aplicación del Teorema de la Función Inversa a la 

función F
r

 definida de knR +  en knR + , de la siguiente manera: 
 

knkn RRF ++ →:
r

, 
 

kn
knnn

k
k

n
n

kn

RtxFtxFtxFtxFtxF

RtttRxxxRtx
+

++

+

∈=

∈=∈=∈∀

)),(),....,,(),,(),...,,((),(

,)...,(,),...,(/),(

11

11
rrrrrrrrrrr

rrrr

 

 
donde cada una de las componentes viene dada por: 
 





+≤<
≤≤

=
− knmnsit

nmsitxf
txF

nm

m
m

1),(
),(

rr
rr

 

O sea, la función F
r

puede expresarse así: 
 

( ) knkn RRifF ++ →= :,
rrr

 
 

donde es nkn
n RRfff →= +:),...,( 1

r
 la función de la hipótesis, 

y es kkn
k RRiii →= +:),...,( 1

r
 la identidad en .kR  
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Entonces, el jacobiano de esta función en un punto genérico ),( tx
rr

 será: 
 

[ ]),(det),( txFDtxJ ijF

rrrr
=  

por la forma de la definición de la función F
r

 resulta inmediato que este 
determinante tiene las k últimas filas y las k últimas columnas formando una 
caja cuadrada cuya diagonal es la unidad y el resto de los elementos son nulos; 
mientras que las n primeras filas y n primeras columnas coinciden con las del 

determinante jacobiano de la función f
r

. Por consiguiente: 
 

[ ]),(det),( txfDtxJ ijF

rrrr
=  

 
Luego, al cumplirse, por hipótesis, que [ ] 0),(det),( 0000 ≠= txfDtxJ ijf

rrrr
se 

concluye que también es 0),( 00 ≠txJ F
rr

. 

 

Por otra parte, es: ( ) ),0(),(),,(),( 0000000 ttxitxftxF
rrrrrrrrrrr

==  

 
Por el Teorema de la Función Inversa, existirán entonces dos conjuntos 

contenidos en ,, ByAR kn+ y existirá también una función inversa, 
knkn RRG ++ →:

r
, verificándose: 

 

[ ] BenCGtxtxFGABGBAFAeninyectivaF 1),,(),(,)(,)(, ∈===
rrrrrrrrrr

 
 

En estas condiciones, podemos expresar a la función inversa G
r

 en la forma: 
 

),( kn GGG
rrr

=  

De modo que: 
 

( ) ( )
( ) kn

kkknnn

knkn

RtxGtxGtxGtxG
txGtxGtxGGtxGBtx

+∈=

===∈∀

),(),...,,(),,(),...,,(

),(),,(),(,),(,),(

11

rrrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrrr

 

 
O sea, es: 

 
n

n
knnkn

n RtxGRBtxRRG ∈⊂∈∀→ ++ ),(,),(,:
rrrrrr

 

 
k

k
knkkn

k RtxGRBtxRRG ∈⊂∈∀→ ++ ),(,),(,:
rrrrrr

 

 
por lo cual se tiene que 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )
( )




=
=

⇒

⇒===

ttxFG
xtxFG

txtxFGtxFGtxFGGtxFG

k

n

knkn

rrrrr
rrrrr

rrrrrrrrrrrrrrrrrrr

),(
),(

),(),(,),(),(,),(
 

 
A partir de esto, describimos el entorno )( 0tE

r
 y la función gr  que figuran en la 

tesis del teorema de la manera siguiente: 
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{ }BtRttE k ∈∈= ),0/()( 0

rrrr
 

),0()(),( 0 tGtgtEt n

rrrrrrr
=∈∀  

 
con lo cual es )( 0tE

r
 abierto y también BtE ⊆)( 0

r
 

BenCg 1∈
r

, por ser las componentes de gr  también componentes de .G
r

 
 
Asimismo es: 
 

( ) 0000000000 )()),((),0()(),(,0 xtgxtxFGtGtgtxFt nn
rrrrrrrrrrrrrrrrrr

=⇒===⇒=  
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