SOBRE LAS APLICACIONES DE R" EN R™

UTILIZANDO EL
JACOBIANO

Carmen SANCHEZ DiEz

Estudiamos aqui las condiciones basicas de diferenciabilidad de las funciones definidas desde R" en R™.
Para ello usaremos la matriz jacobiana constituida por las derivadas parciales de las funciones
componentes de la aplicaciéon dada, y las propiedades de su determinante, el jacobiano.

Consideraremos las funciones f = (fl,,fm) definidas de R" en R", en donde las f; son funciones de R"

enr VXeScR", f,(X)=y, €R. Es decir, sies S € R" el dominio de la funcién f :

VieS, f(X)= (/s fy )F) = (/,(Fos [, ()= (3 seers v, ) € R”

1. Diferenciabilidad:

Definicion de diferenciabilidad:

La funcién f:R" — R™es diferenciable en Xsi existe una funcién Df(X):R" — R", que

llamaremos diferencial de f en 55, que verifica las dos condiciones siguientes:
a) Df(X):R" —> R" es una aplicacion lineal:

Va,b e R", YA, 4 R, Df(®)L,a+A,b)=A,.Df (%)@)+A4,Df (¥)b)
b) Existe una funcién E(X;@):R" — R"™, definida en un entorno N(X) de X tal que :

fG+a) = f(X)+Df (3)@)+|@|E(X;@), siendo lim E(¥;c)=0
a—0
0, equivalentemente:
i JE+@ - -DfE@) _

|

a—0

Con la notacién f € D en X indicaremos que la funcién f es diferenciable en X .



Definicion de diferenciabilidad con continuidad:

La funcion f :R" — R" es diferenciable con continuidad en X =(X,,...,X,) € R" si existen y son
continuas las derivadas parciales

7 (x) ,i=1.m, k=1,...n.

ox, -

Dkfi(yf) =

. 1 =
Denotaremos esto asi: f eC enX.

Teorema 1:

. 7. pn m . . = . . . ) )
La funcion f :R" — R" es diferenciable en X si, y solo si, existen las diferenciales de cada una de las

funciones fl ‘R" > R.

Demostracion:

Se trata de probar que f eDenx < fl € D, i= 1,...,m. Para probar la equivalencia probemos las
dos implicaciones de contrario sentido:

a) feDenx= f,eD,i=1,..,m:
se tiene que

fG+a)- f(%) - Df (¥)(@)

e

feDeni=lim =0, paralld| — 0

y siendo
fi(F+8) = f,(D) = Df,(INE) _ fG+ad)~[(N) =D (E)@)

|4 |
i G ) = f() = Df ()(@)

]

=0, para ||5x|| -0

se deduce que es
i L1+ @) — [i(5) — Df (@) _

e

0,i=1,..,m, para ||07|| -0

conlocual f; €D,i=1,..,m

b) f[eD,i:I,...,m:feDeni:



JiG+a) - f,(X) - Dfi (X)(@)

f,eD,i=1..m=lim =0,i=1...,m, para”&”—)O

con lo cual sera, para ||a|| —0:

JG@) - @ -DIE)@) _
e
( KE+@ @ -DIE@ oSG @) =1, ()~ Dfﬁﬂaq (0...0)=0

] - ]

y en definitivaes f € D en X

Si las funciones fl eD,i=1,...,m son diferenciables, pueden expresarse, usando las derivadas
o) .
parciales D, f,(X) = ]; , i=1,..m, k=1,....,n en laforma:
X
k

Df.(¥) =D, f.(¥)dx, +..+ D, f,(X).dx,

o bien

Df. (3 )_af(x) ML/ (G

X, ox

n

. . .y . n m .z . . .
con lo cual, la diferencial de la funcidn f :R” —> R", también diferenciable por el anterior teorema,
vendria expresada matricialmente por

L (re @
DE®) | o 7 e [

D= -
o) | L I g

Teorema 2:

Si f es diferenciable con continuidad en X, entonces f es diferenciable en X . Esto es:
- | _ - _
feCenx=feDenx

Demostracion:



f eC'eny= D_f.(x),i=1,...,m, k =1,...,n continuas = Df,(x),i =1,...,m continua =
_ Si(x+a) - f.(X) - Df,(X)(@)
|

=0= f,eDenx,i=l...m= feDenx

2. Jacobiano

Definicion de Jacobiano:

n .. . n . . . .
Sea So C R” el dominio contenido en R” en donde existen las derivadas parciales de las funciones

fi-k=L..,n. Se define el jacobiano de la funcién ]?:(f],...,fn), Vx € §,como el
determinante
a0
ox, Ox, ox,
Ji()_C’)Z
o . 1,

Teorema 3 (Teorema del producto de jacobianos):

Dadas las funciones

"_>R", VxeScR" f(X)eR"

R -
dondees f(S)c T
:R" > R", VxeTcR", g(X)eR"

0Q1 !

y dada E , funciéon compuesta de ambas:
h:R" —>R".VieScR" (¥ =gl/®|er"
se cumple que:
7@ =7, (F@W. @

Demostracion:

Por la regla de la cadena, se tiene:

feDenfceS ) :fzeDenxeS/\ah(x) Z@g,(f(x)) of, (x)
geDen f(X)e f(S) X o,

y, al efectuar el producto de los jacobianos, aparece:



Lo - %agl. g@)l.l@; f)| -[3.27) 3 ﬂ ) %a/;.;xﬂ )

J J J J
(Nota: hemos utilizado la propiedad matricial de que el determinante del producto de dos matrices es el

producto de los determinantes: |A.B| = |A||B| )

Desde el rango de la matriz jacobiana, ’”|:]7(55)J' se deducen importantes consecuencias sobre el

. . s . . n m . P
caracter de la funcidon vectorial f.R —> R" que la genera, consecuencias que permitirdn, por

ejemplo, probar los grandes teoremas de la funcién inversa y de la funciéon implicita. Vemos a
continuaciéon dos teoremas de caracterizacidon mediante el jacobiano, en los que se muestran estos
resultados.

Teorema 4:

Sea K una esfera abierta contenida en R" centrada en 550-

Sea f:R" — R" una funcién vectorial que cumple:

a) Escontinuaen K.
b) Existen todas las derivadas Djfl. (X) en todo punto X € K .

c¢) Esunoaunoen K.

Entonces, se cumple que:

1. Sin=m yes Jf-.()?) # (), esto implica que f(K) contiene un entorno de la imagen del

centro, ]7()_50).

2. Sin>my rlJ/;(fC')JZ m, esto implica que f(K) contiene un entorno de la imagen del
centro, ]7()_50).
Sin>my l’|_J/;(55)J< m no puede afirmarse nada.

3. Sin<mes rle()?)JS n y no puede afirmarse nada.

Demostracion:

a) Consideremos en R" 1a esfera abierta K de radio r y de centro )?0 :
K=1{teR"i-%,|<r|
y sea FrK su frontera:
FrKk ={F e R" [[f - %|=r]
la adherencia de K, K , sera:
K=KUFK={FeR" |F-%|<r|
b) Consideremos en F7K lafuncién g:R" — R:
Vi € FrK, g(%)=| /(%) - ] (5 € R
g es continua en FrK por serlo ]7
(X)) = (%)
0 que (%) =|f(¥) - (%[>0

g(x) >0, pues >0, vy al ser J; uno a uno, nunca sera f()?) = f(fco) por




g tiene en FrK un minimo absoluto m, por ser F7K compacto: mln(é(f)) =m

m T
C) Consideremos en R" la esfera abierta I de radio E y centro f(xo):

T={}ER’”/)7—]7(550)‘<%}

d) Consideremos en K Ia funcién h:R" >R:
Vi e K, h(¥) = |/ (%)~ 3,

, paraun Y, €T fijo.

—

h es continua en K por serlo f.

1

— — m
h tiene en K un minimo absoluto, por ser K compacto, y este minimo es menor que 3 :

];(fo) = ‘f(fo) - )70‘ < %, pues el radio de la esfera es % = min(ﬁ(x)) < % ,

e) Tal minimo no se alcanza en la frontera de la esfera K , pues
Vs € FrK, h(%) =|f ()= 5| = |75 = ) = 3o + TRy =

— AN N m m m
Vo — f(X,) >g(X)_52m__:E

2

=|(F® = FGEN -G - TG 2| - F&E)
Osea, VXeFrK, ]Z()f) > % — el minimo de A no se alcanza en la frontera FrK => el minimo

estd en un punto d del interior K , pues K U FrK = [?, KNnFrK =0

2
— — 2 m
f) La funcién hz(f) = ‘f(f)—j/o‘ = Z‘f] (f)—yj‘ tiene en tal punto @ un minimo y es
j=1

ademas diferenciable en X € K, pues las fj , ] = l,...,m lo son, ya que por hipdtesis existen

las derivadas parciales D, (@), k =1,...,n
g) En tal punto d la derivada ha de ser, por tanto, igual a cero:

S [1,@ -3, 10,1,@ =0,k =1

que es un sistema de n ecuaciones con m incognitas:

(f@-y)Dfi@+ (f(@-»)Dfi@+ ..+ (f,@)-y,)Df, @ =0
(f,(@) - »)D.f,@) + (L@ -y,)D,fo@)+ .t (f,(@-y,)D.f, @G =0

(@ —-»)D,fi@+ (f(@)-»)D,fi@+ ..+ (f,(@-y,)D,f,@ =0

que podemos expresar matricialmente usando la matriz jacobiana:



—lel(a) D,f,(a) .. lem(a)__ﬁ(a)_yl_ 0
D,f(a) D,f,(a) ... D,f,(a)|l fr(a@)-y, 0

D,fi@) D,fs@ . Dfo@] fu@-y,| |0
| v, @(F@)-7,)=0

Se trata, pues, de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo, en donde la matriz jacobiana es la
matriz de los coeficientes. Veamos las situaciones que se plantean en funcién de las dimensiones, ny m,
de ambos espacios.

1. Sin = m. En este caso puede ocurrir:
- Si el jacobiano es no nulo, J (@) # 0, entonces el sistema tiene solucion

Unica en virtud del Teorema de Rouché-Frébenius, y como es homogéneo,
esta solucidn es la trivial:

fj(ﬁ)—yj =0,j=1,..,m

o sea:

f@)=y,eT
es decir, en el punto a € K en donde ﬁ()?) tiene un minimo absoluto, es
j;(c_i) €T, porlocual T ];(K) y ]?(K) contiene un entorno de ]7()_50).

- Si el jacobiano es nulo, Jf (ﬁ) =0, entonces el sistema tendria infinitas

soluciones y no podriamos afirmar nada.

2. Sin > m, el rango de la matriz jacobiana ha de ser menor o igual que m, niumero de
las incognitas del sistema.

- Siesr J/,(Zl)JZ m el sistema tiene solucion Unica (la solucion trivial),

por lo que ]?(K) contiene un entorno de f()_éo ).

- Sies r|_Jf (c_i)J< m el sistema tendria infinitas soluciones y no podemos

afirmar nada.

3. S n<m,y siendo m el n° de incognitas, el sistema tendria infinitas soluciones y no
podriamos afirmar nada.

Teorema 5:
Sea la funcién vectorial f :R" — R" talque f €C' en X, Vx €S C R". Se verifica que:

1. Sin=myes Jj;.()?) #0,x € 8§, esto implica que existe un entorno de X, N(X),
tal que j; : N(f)—) ?(N()?)) es uno a uno.

2. Ssin<my r[Jf(fc)Jzn, esto implica que existe un entorno de X, N(X), tal
que j} : N()?)—) f(N()f)) es uno a uno.
Sin<my rlJ]()f)J< N, no podemos afirmar nada.



3. Sin>mes I’|_JJ;. (f)JS m y no puede afirmarse nada.

Demostracion:

Sea X, €S C R" talque J (X)) #0.

Puesto que fes continua con derivada continua, existe un entorno N()?O) del punto )?0 en donde el

jacobiano es no nulo:

AN(GE,) = S c R"/VZ e N(3,), D, () =0

Supongamos que hay dos puntos distintos de este entorno con la misma imagen por la funcion f , esto

es, supongamos que esta funcidn no es uno a uno, y veamos que tal situacidn implicaria una
contradiccidn.

Sean U,V € N(X,)tales que U #V A ]?(ﬁ)ZJ?(ﬁ) Por ser N(X,) un conjunto conexo,
cualquier segmento de extremos u,V, L(u,V), estara contenido en N(X,) :

L(@i,7) < N(3,)

por lo que se puede aplicar el teorema del valor medio n-dimensional:

3z e L(ii,v) < N(%,)/ f(ii) - f(¥) = V[ (Z).(i —V)
0= /i)~ f(7)=Vf(Z)Gi ~7)

es decir:

(i) - £,(3) =D, £.()(u, —=v,) =0, i=L.um, k=1,...n

obteniéndose en definitiva un sistema de m ecuaciones con n incognitas, que matricialmente, seria:

D fi(Z) D, fi(2) .. D,fi(®)|[u—v |
D f,(z) D,f,(Z) .. D,f,(Z)||u,-v,

D/, (2) D,f, (&) .. D,f,@)]|u,-v,| [0
Se tiene:

1. Sim = n, siendo J,(x,)#0= D, f,(Z) #0y el sistema tiene solucién Gnica, la
trivial:
u, —v, =0, k=1,...,n

de donde U =V , contra la hipétesis, luego la funcion fes uno a uno.

2. Sin<m,y rlJf (E)J: n, Vz € N(X,) el sistema admite solucién dnica (trivial), y, al igual

que en el caso anterior, la funcidn es uno a uno. Si I’lJf (E)J< n f podria no ser uno a uno.

3. Sin > m en este caso siempre es rlJf (E)JS m vy la funcién no es en general uno a uno. No

podriamos afirmar nada.
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