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SUBGRUPOS ESTABLES CON RESPECTO A
CONJUNTOS DE OPERADORES

Una forma de generar aplicaciones en el interior de un grupo es
definir una ley de composicion externa entre el grupo y un
conjunto cualquiera. Si a esta ley externa le imponemos las
condiciones adecuadas para que las aplicaciones generadas
respeten la ley interna del grupo, llegamos entonces de forma
natural al fecundo concepto de estabilidad o licitud, de importante
aplicabilidad en diferentes cuestiones de algebra.

01. Una breve introduccion.

02. El reticulo completo y winductivo de los subgrupos
de un grupo.

03. D- grupos.

04. D- subgrupos.

01. Una breve introduccion:

Grupos: Un grupo es un par constituido por un conjunto y una ley de composicion
interna asociativa, con elemento neutro y tal que para todo elemento del grupo
existe en él otro elemento simétrico. Si ademas fuera conmutativa, diriamos que el
grupo es conmutativo.

Subgrupos: Son subconjuntos de un grupo que tienen también estructura de grupo

con respecto a la misma ley interna del grupo. Todo grupo es subgrupo de si
mismo.

Aplicaciones: Son correspondencias tales que a cada elemento de un conjunto
(inicial) le corresponde un solo elemento de otro conjunto (final). Pueden coincidir
el conjunto inicial y el conjunto final. Los elementos del conjunto inicial se dicen

originales de la aplicacion, y los correspondientes del conjunto final son sus
imagenes.

Si consideramos las aplicaciones definida en un conjunto G cualquiera, llamariamos
F(G)={f/f:G® G} al conjunto de todas estas aplicaciones.

Aplicaciones inyectivas: Todo elemento del conjunto final es imagen de, a lo mas,
un solo original.
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Aplicaciones biyectivas: Todo elemento del conjunto final es imagen de uno y solo
de uno de los elementos del conjunto inicial. Y todo elemento del conjunto final es
imagen de un elemento del conjunto inicial.

Aplicaciones suprayectivas: Las restantes aplicaciones.
Homomorfismos de grupos: Una aplicacién desde un grupo inicial en un grupo final
es un homomorfismo si la imagen de la composicion de dos elementos en el primer

grupo es la composicion de las imagenes en el segundo grupo.

Isomorfismos: Si una aplicacién biyectiva desde un grupo inicial en un grupo final
es un homomorfismo diremos que se trata de un isomorfismo de grupos.

Endomormismos: Si el grupo inicial y final fuera el mismo, el homomorfismo se
denomina endomorfismo. Es decir, si " X, Y1 G, f(xy)=f(X).f(y).

Llamemos End(G) al conjunto de todos los endomorfismos de G:
End(G) ={f1 F(G)/ f(xy) = f(x).f(y)," x, yl G}
es evidente que End(G) | F(G).

Familia de Moore: Una familia de partes de un conjunto se dice que es de Moore, si
el conjunto que se parte es una de las partes de la familia y la interseccion de
cualquier subfamilia de partes es también una parte de la familia.

Dentro de una determinada familia de Moore M, se define la Clausura de Moore
M(X) de un conjunto X, como la minima parte de la familia que contiene a X.

Reticulos: Un conjunto que esté al menos parcialmente ordenado, se dice que es un
reticulo, si el infimo de cada dos de sus partes es un elemento del conjunto, y el
supremo de cada dos de sus partes es también un elemento del conjunto.

Reticulo completo: Un reticulo se dice que es completo si cada subfamilia de partes
del mismo tiene infimo y supremo dentro del reticulo. En general, toda Familia de
Moore es un reticulo completo.

U-induccion: Un conjunto que esté al menos parcialmente ordenado, se dice que es

U-inductivo si toda cadena de subconjuntos del mismo admite mayorante. Si
admite mayorante minimo o supremo se dice que es fuertemente inductivo.
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02. El reticulo completo y U-inductivo de los subgrupos de un grupo:

Si llamamos S(G) a la familia de los subgrupos de un grupo G, es facil probar que
se trata de una familia de Moore y, por consiguiente, que (S(G), I ) es un reticulo
completo, que, ademas, es U-inductivo:

a) se trata de una familia de Moore, pues:

N GIT S(G)
2)S 1 s@G)p ST S©G)

Sdl S

La Clausura de Moore de un subconjunto X de G cualquiera en el reticulo de los
subgrupos de G es expresable por

sx)=({s.:s1 s@UXT s}
esto es, se trata del minimo subgrupo de S(G) que contiene a X.

b) y toda familia de Moore es reticulo completo. Se tiene, explicitamente, para dos
subgrupos cualesquiera:

Dirt (S,5)=S NS
2)ap(s,s,)=n{s: s sG)Us T sUs T 5
la completitud se observa de inmediato si se considera cualquier familia de

subgrupos de G. Supongamos la familia {Sn}m ={Sl,82,...}. El infimo y el supremo
son:

it {s};, =N{s}  swi{s}, =N{x:x7 s@E) UsT X}

i il 1
y en cuanto a su caracter de reticulo U-inductivo:

Si es cl S(G) una cadena de subgrupos del reticulo S(G), se tiene que el

subgrupo H :U{S:ST C} es mayorante minimo de la cadena, o sea, es el

supremo. Por tanto, S(G) es U-inductivo.
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02. D-grupos:

Dado un conjunto cualquiera, D, y considerando el grupo G, podemos definir una

ley externa tal que a cada par (d,X)T DXG le corresponde un elemento de G:
*:(d,x)® d*x1 G

es decir, para cada elemento d del conjuntoDexiste una correspondencia entre
cada x y cada d* X, o, dicho de otro modo, para cada elemento d se puede definir
una correspondencia h(d) tal que a cada x le corresponde un d* X. Esto nos indica
que existe, para cada elemento d una aplicacién de G en G, es decir:

"dT D, $h(d)/h(d)(x)=d*xI G
Yy, por consiguiente, hay una correspondencia:

h:D® F(G)
Se tiene, entonces, que

"dl D, hd)=f1 F(G)
de modo que ~ .
"xI G, f(¥Il G

Yy, por consiguiente, podremos escribir:
" (d,x)T DxG, h(d)(x)T G

De este modo se tiene, en definitiva, que h(D) | F(G). Pues la imagen de cada

elemento de D es una aplicacion de G en G. Nos preguntamos, en este punto, por
las condiciones que habrian de darse para que la imagen de cada elemento de D
fuera, ademas, un endomorfismo. Esto es, en qué situacion se cumpliria que
h(D) | End(G). Esto lo resuelve el teorema siguiente.

Teorema:

La condicién necesaria y suficiente para que h(D)| End(G) es que la ley externa
* sea distributiva con respecto a la ley interna del grupo.

En efecto:
- Veamos que es condicién necesaria:

si h(D)I End(G), entonces, h(d) sera un endomorfismo, por lo que se cumple
"dl D,"x yI G,d*(xy) =h(d)(xy) =h(d)(X).h(d)(y) = (d*x).(d* y) ® * es ley

distributiva con respecto a la operacién interna del grupo G.
- Veamos que es condicién suficiente:

Si * es distributiva, entonces "dl D," x,yl G,d*(xy)=(d* X).(d*y), y esto
implica que " dT D," x, yT G, h(d)(x.y) =h(d)(x).h(d)(y) ® h(D)i End(G).
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En definitiva, nos encontramos que para que un grupo G dotado de una ley externa
sobre un conjunto D permita definir una correspondencia h de modo que a cada
elemento de D le corresponda un endomorfismo de G es necesario que tal ley
externa sea distributiva con respecto a la ley del grupo G.

En este caso diremos que G es un grupo con dominio de operadores D, o bien, que
G es un D-grupo. Diremos también que D es el dominio de los operadores del
grupo G.

La definicion podriamos concretarla del modo siguiente.

Definicion: Un grupo con operadores, o D-grupo, es una terna ((G,.), D,*), donde:
a) (G,.) es un grupo multiplicativo.
b) D es un conjunto que llamaremos dominio de operadores
del grupo G.
c) * es una ley externa de DxG en G distributiva con respecto
a la ley multiplicativa del grupo.
Trivialmente, se verifican las propiedades que siguen.

Propiedades elementales:

1) si G es D-grupoy D'l D® G es D'- grupo. Efectivamente, es asi, porque se
cumple que D'l D® h(D)Il h(D) 1 End(G)

2) "di D h(d)] End(G)® h(d)()=d*1=1 h(d)(x)=d* x* =(d* x)"*

en adelante suprimiremos, por simplicidad, la notacién de la ley externa, indicando
la expresion d* X por dx. Por lo cual, la propiedad anterior la indicariamos por:

di=1 y dx* = (@dx)™*
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03. D-subgrupos:

03.1. Partes estables o licitas:
Supongamos que es G un D-grupo, y consideremos el conjunto P(G) de las partes
de G. Una parte H del grupo G se dice que es estable o que es licita con respecto al

dominio de operadores D, o bien, que es una D-parte de G si se verifica que la
imagen de todo elemento de H es un elemento de H, o sea, si es

"dl H,dHT H
El conjunto de las D-partes lo podemos designar por DP(G).

La propiedad inmediata de estructuracién de estas D-partes viene dada por la
proposicién siguiente.

Teorema:

El conjunto DP(G) de las partes licitas de un grupo G es una familia de Moore v,
por consiguiente, un reticulo completo.

En efecto:

1) GI1 DP(G). Trivialmente.

2) " R.1 DP(G), ﬂ{ P/ Pl Pk}T DP(G), puesto que

“x1 ({pi/peT RIP xI p,"p1 PP Xl pg,"dl D
b dxl ﬂ{pki/pkiT Pk}p ﬂ{pki/pkiT F)k}T DP(G)

La Clausura de Moore de un subconjunto X de G cualquiera en el reticulo de las
partes estables de G es expresable por

DP(X)=({R.:R.T DP(G)UX I R}
minima D-parte que contiene a X.

El minimo y el supremo de una familia {Sl}m ={S,,S,...} cualquiera en el reticulo

completo (DP(G),I') de las partes estables, se expresan también de manera
sencilla: A o
it {s}; =N{s}  sme{s};, =N{x:xT PG UST X}

Teorema:
El Reticulo (DP(G), i ) de las partes licitas de un grupo G es U-inductivo.

En efecto: veamos trivialmente que toda cadena contenida en DP(G) admite
mayorante minimo o supremo.
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M :U{C. /c ) C} es mayorante de la cadena c. Es inmediato que se trata de una

parte estable, pues

Uc T DP(G)P "dl D/dxT ¢ b dxi M b
dxI M b MT DP(G)

03.2. Subgrupos estables o licitos:

Definimos el conjunto de los subgrupos estables o licitos de un D-grupo G como la
interseccion de la familia de sus subgrupos con la familia de las D-partes del G.

DS(G) = S(G) N DP(G)
Teorema:

El conjunto DS(G) de los subgrupos licitos de un grupo G es una familia de Moore
Yy, por consiguiente, un reticulo completo.

En efecto:

1) GI DS(G). Trivialmente.

2) " S 1 DSG), N{s, /s, T S} DS(G), puesto que
“xT (se/sqT StP xT s," 5T s P Xl s;,"di D
b ol ({si/s,T 8}P N{si/sT §}T DS(G)

La Clausura de Moore de un subconjunto X de G cualquiera en el reticulo de los
subgrupos estables de G es expresable por

DS(X) =({S.:S. T DSG)UX i S}
minimo D-subgrupo que contiene a X.

El minimo y el supremo de una familia {Sl}m :{Q,Sz,...} cualquiera en el reticulo

completo (DS(G),i ) de los subgrupos estables, se expresan también de manera
sencilla:

inf {Sl}m :ﬂ{sl} SJp{SI}iTI :O{X:XT DS(G)UST X}

El reticulo (DS(G), i ) de los subgrupos licitos de un grupo G es U-inductivo.

En efecto:
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Sea una cadena de subgrupos estables {C} Z{C1 i C, i } Veamos que el conjunto
unién S, = LJ{Ci el C} es supremo.
a) S esun D-subgrupo.

Veamos primero que S; es un subgrupo del grupo G:
ST S(6)," ()T 8P 6.1 clxy)T ¢’ b xy*l g b xy'l s,

Veamos que es estable con respecto al conjunto de operadores:

~

"d1 D,"x1 S, P $c1 c/dxi ¢, b axi [Jlc,ic, 1 cf=s p axi s

(3
b) S. es, también, el supremo de la cadena (SC = sup{c}).

"cTcel S

S es LT DS(G)/(" ¢ 1 c,c T L)P U{cj:ch c}i Lb S i L

Esto nos indica que S es menor o igual que cualquier mayorante de la cadena, es
decir, se trata del mayorante minimo de la cadena:

S, = wup{c}

03.3. Los subgrupos distinguidos de un grupo:

Se dice que D1 S(G) es un subgrupo distinguido o normal del grupo G si se

verifica que para todo elemento x del grupo su composicién con un elemento de D y
con el inverso de x es un elemento de D.

Es decir:
DI S(G) disting U " x1 G, xDx*1T D
Si llamamos D(G) a la familia de los subgrupos distinguidos de G, podemos definir

los D-subgrupos distinguidos del grupo G como la interseccion de D(G) con la
familia de los D-subgrupos. Seria, entonces:

DD(G) = DS(G) N D(G)
Teorema:

El conjunto DD(G) de los subgrupos distinguidos licitos de un grupo G es una
familia de Moore y, por consiguiente, un reticulo completo.

En efecto, pues se cumple, trivialmente:
) GI DD(G).

2) "D, 1 DD(G), N{d, /d, T D,}1 DD(G).
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La Clausura de Moore de un subconjunto X de G cualquiera en el reticulo de bs
subgrupos distinguidos estables de G es expresable por

DD(X)=(){D,:D, T DD(G)U X I D}

minimo D -subgrupo distinguido que contiene a X.

Teorema:
El reticulo (DD(G), i ) de los subgrupos licitos de un grupo G es U-inductivo.

En efecto:

Sea una cadena de subgrupos distinguidos estables {C}={C1| Czi } Veamos

que el conjunto unién D_ = L_J{Ci .G I C} €s supremo.

a) D. es un D-subgrupo distinguido.

Veamos primero que D; es un subgrupo del grupo G:

DT SG)," (x,y)I D> b $c.1 clix, )i ¢’ b xylc b xy'l D

C

Veamos que es estable con respecto al conjunto de operadores:

“d1 D,"xI D, b $¢. 1 c/axi ¢, b oxT |Jc,:c,T ¢j=D,p dxi D

C

Veamos ahora que es subgrupo distinguido:

D1 DS(G)," x1 D_,$c, T ¢/ zl G, xzx*1 ¢, P

P xzx*1 U{cj :c,1¢=D,p"xI D,," 21 G, x2¢*1 D
b) D. es, también, el supremo de la cadena (DC = S.Jp{c}).
“c. |l cc. | D,
S es LT DD@G) /("¢ 1 ¢ L)b [Jlc,:¢,T i Lp DI L

Esto nos indica que D. es menor o igual que cualquier mayorante de la cadena, es
decir, se trata del mayorante minimo de la cadena:

C

D, = sup{c}

Son muchas las proposiciones que se pueden probar con referencia a subgrupos
distinguidos de un grupo. Veamos, en particular, el ejemplo siguiente.

Proposicion:

"G,,G,1 DS(G)," DT D(G,)p DNG,1 DD(G, CG,)

En efecto:

a) Esinmediato que D C G, es subgrupo de DS(G, C G,).
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b) Veamos que, ademas es subgrupo distinguido:

"xI DCG,,"z1 G,CG,b xI DUzl G, UDT DD(G,) b
P xzx*T Db xx'l DCG,p DCG,I DD(G,CG,)

----00000----
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