INTEGRACION POR PARTES EN FORMA TABULAR
José A. Rangel M. *

1. Introduccién

Es conocida la dificultad que encuentra el estudiante al aplicar la formula de

integraciébn por partes: j udv = uv — j vdu. Tal dificultad comienza en la
eleccion de las funciones Uy V. Ademads, se sabe que hay integrales que no pueden
ser resueltas por partes como en I e “arcsen X dX.

En este ensayo, se propone un método practico (o mas bien, sugerencias)

basado en las referencias bibliograficas citadas al final.

2. Eleccionde vy av

En esta seccidn, se pretende dar esta eleccion apoyados en el texto [1]. Para
ello, se usa la palabra nemotécnica ILATE citada en dicho texto, con el siguiente

significado:

I: funciones Inversas Trigonométricas;
funciones Logaritmo Neperiano;
funciones Algebraicas;

funciones Trigonométricas;

m = >

funciones Exponenciales.
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Para elegir “U”, se toma la primera funcion que ocurra de izquierda a derecha

en correspondencia con la palabra ILATE. Por ejemplo, en Ix senxdx, U = X,

pues es la funcidon algebraica. Con esa eleccion, dv es el resto, o sea: dv =
sen X dx. Tal como se observa, esta eleccion apoya la experiencia de lograr que la

segunda integral sea facil de calcular.

A fin de esquematizar la féormula de integracidn por partes, se usard el

siguiente diagrama:

u 5 dv

Las flechas horizontales indicardn las integrales de dichos productos y la flecha
oblicua indicara el producto con signo, comenzando por el signo mas (+). Notese la
alternabilidad de los signos comenzando en la flecha oblicua con mas (+).
Obsérvese que siguiendo el diagrama anterior, se obtiene la férmula de integracion

por partes:

judv:uv—jvdu

La igualdad anterior admite la siguiente generalizacion:

Iuvdx =uv, - Iu’vldx =uv, — u'v, + fu(z) V,dx = -
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=uv, —Uu'v, + - + (—1)"j u™ v, dx,

donde:

u(i”):diui y Vi+1:JVidX
X

Es posible visualizar la férmula anterior mediante el siguiente diagrama:

u ——— dv

m L)
u” «e——— v,
Claramente, hay tres columnas: la izquierda donde estan las derivadas sucesivas de
u, la central indica los productos diagonales con los signos alternados comenzando

con el signo “+” y la derecha que contiene las sucesivas primitivas (0

antiderivadas) de V.

Ejemplo 1. En la integral IX sen Xdx, el diagrama es:

Se obtiene:
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JX senX dX = —X cosX + Jcosx dXx = —=XcosXx + senx + C m

3. Distintos Casos:

3.1. Integrales de la forma:

jpn(x)senax dx; jpn(x) cosax dx; jpn(x)eaxdx.

donde pn(X) es un polinomio de grado n. Usando la palabra “ILATE”, se hace U=
pn(X) en todas estas integrales, pues es la funcion algebraica. La derivada (n+1)-
¢sima de U es 0. En este caso, debajo de la columna de u, se colocaran las
derivadas sucesivas de U hasta llegar a 0. En la columna de dv, se escribiran las

integrales sucesivas de V.

Ejemplo 2. Tomando el ejemplo 1, se tiene que:

u dv

X \+‘ > sen X

1 _ — CoSs X
*A

0 <+—— —senX
Asi:
J. Xsen X dX = —XcosX + senX — IOsenX dx = —XcosX + senxX + C

Noétese que los signos para los productos diagonales son siempre alternados

comenzando por el signo “+”. ]
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3.2. Integrales de la forma:
Ieaxsen (bx)dx; Ieaxcos (bx) dx.

Usando la palabra “ILATE”, u = sen bX (o cos bx). Las derivadas de u nunca
llegan a ser 0. ;Como proceder entonces? Muy sencillo, nos detendremos cuando
el producto horizontal sea igual al integrando, salvo un factor constante. Por

supuesto, se esta aplicando reiteradamente la formula de integracion por partes.

Ejemplo 3. Hallar j e* cos xdx.

Solucion:
u dv
2X
COSX ——» e
\
1 2X
—sen X —e
\ 2
+ 1
—cosX 7 e

No se necesitan mas filas pues se obtuvo el integrando salvo un factor. Asi resulta:
2x 1 2X 1 2x 1 2X
Ie cosXdx = —e““cosX + —e~'senX — —I e~ cos xdx.
2 4 4
Transponiendo y resolviendo la integral buscada, se obtiene:

2 1
J.ezxcosxdx = gezxcosx + gezxsenx +C. m
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Ejemplo 4. Hallar j x 2 In xdx.

Solucion: En este caso, U= In x. El diagrama es:

In X

/A

-
2
Observe que en este caso no se obtiene 0 en la columna de U y tampoco el
producto horizontal da el integrando. Sin embargo, la integral del producto

horizontal es facil de calcular. Por tanto:

3 4 _
j x>Inxdx = Inx—— — 1x + J.—ix—dx
3 X12 X 12
3 3
_ X~ InXx B X—+ C
3 9

El lector puede comprobar que el resultado es el mismo, si se hubiera tomado la

integral del producto de la segunda fila. n
Sugerencia: Cuando en la columna de la u no obtenga 0, ni el producto horizontal
sea el integrando (salvo un factor constante), después de hallar los productos

diagonales, simele, de acuerdo con el signo, la integral del producto horizontal que

sea facil de calcular.
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3.3. Integrales de la forma

Isenax cosbx dx; Isenax senbx dx; jsenax cosbx dx; a=Dh.

Estos casos se tratan de la misma manera que en el Caso 3.2.

Ejemplo 5. Hallar jsen3x cos5x dx.

Solucion: En este caso, U puede ser cualquiera. Elija, por ejemplo, U = sen 3X.

El diagrama esta a continuacion:

u dv

sen3Xx 5 cos 5X

_|_
3 cos 3X \ %senSX

—9 sen 3X \ _% cos 5X

<+—

Entonces

J.sen3x cosix dx = %sen3x senSx +%cos3x COSSX +
9
+—Isen3x cos5x dx
25

Transponiendo y despejando la integral buscada se obtiene:

j sen3X cosSx dx = % sen3X senS5X + % cos3X cos5x + C [
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3.4. Integrales de la forma J (axp(—xt)))r
+

donde P(X) es un polinomio y r no es un entero positivo. Usando la palabra

“ILATE”, se hace u=P(X) y se trata este caso como se hizo en el Caso 3.1.

12x% +36

$/3x+2 dx.

Solucion: El diagrama correspondiente aparece enseguida

Ejemplo 6. Hallar J'

u dv

12x2+36 —  (3x+2)7/3

\
24x 2 (3x+2)4/5
12

Se obtiene:
2
j—lzx 30 gx =2 (12x2 +36)(3x+2) " = 2 (3x+2) " + 12 (3x42) ¥ 4C
Y3x+2 12 6 252
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3.5. Limitacion:

Este método no permite calcular el valor de la integral, cuando el producto

horizontal es igual al integrando precedido del signo mas (+).

Ejemplo 7. Hallar: 'f cos ’xdx = Icosxoosxdx.

Solucion: El diagrama aparece a continuacion

u dv

Ccos X ———» CO0SX
+

\

—sen X _ sen X

—COSX <+FT— _cosx

2
Es necesario detenerse en la segunda fila, pues el producto horizontal es “+ cos X”.

Por tanto,

jcoszx dx = senX cosX — senX cosX +Icoszxdx = Icoszxdx

Este resultado es evidente pero inutil. Sin embargo, la integral propuesta se puede
resolver si se aplica la identidad fundamental de la trigonometria y un diagrama

parecido al anterior (jinténtelo!). Asi,

Jcoszxdx = j(l—senzx)dx = x—( —senXcosX + jcoszxdx )

lo que conduce a:
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J-coszde:%[x + senXx cosX |+C -

A manera de cierre, este ensayo facilita al lector un método practico para
aplicar la integracion por partes, ofreciendo algunos casos muy particulares e

ilustrandolos a través de ejemplos.
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