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Introduccion:
Sabemos que:

- Una funcién f(x) es continua en un punto X, si y solo si el limite de la funcién
en ese punto coincide con f(xp):

f(x) continua en el punto x, < f(x)— f(x,) >0
o bien:
£ (x) continua en el punto x, < f(x)— f(x,) € O(x—x,)’

- Una funcidén f(x) es derivable en un punto X, si y solo si la recta tangente en
ese punto coincide con f(Xq):

o SO-l @+ e)a-x)]

X=X,

f(x) derivable en el punto x,

o bien
f(x) derivable en el punto x, < f(x)— [f(x) + f'(x)(x —x, )] ef(x—x,)

Estos conceptos podemos extenderlos a un orden mayor:

Si es f: (a,b) 2 R, éexiste un polinomio p(x) de grado n tal que verifica esto?:

Lp(nx) >0, obien f(x)-p(x)eOx—x,)"
(x—xo)
Definicidn:
Dada una funcién f: (a,b) = R derivable, diremos que f es 2-veces derivable si su

derivada f: (a,b) =2 R es a su vez derivable. En tal caso denotamos por la derivada
segunda de f por:

S =(f")'(x)

Por induccién, si una funcién f es n-veces derivable (neN), se dice que f es (n+1)-
veces derivable si la derivada n-sima es derivable y entonces:

[ =" )

Podemos usar, segln esto, la notacién f° para la funcién sin derivar: f°=f.

Expresion de un polinomio cualquiera como potencias de Xx-Xg:

Todo polinomio de grado neN, p(x)=a,+ax+..+a,x" (aj € R), también es
representable mediante potencias de x-xXo.
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Es decir, dado un polinomio p(x) y un xqoeR fijo, existen coeficientes by, by, ..., b,

tales que

p(x)=by +b.(x=x))+by(x—x,)> +.c+ b, (x—x,)"

Demostracion:

Consideremos las derivadas sucesivas de p(x):

p'(x)=b, +2b,(x—x,)+3b,(x—x,)” +...+nb, (x—x,)""
p"(x)=2b, +2.3b,(x—x,) +...+ (n—=D.n(x—x,)""

P =23 n=1b, +23.nb, (x~x,)
p"(x)=2.3..nb,

Haciendo x=xXg:

p(xy)=by, p'(x)=b;, p"(xy)=2b,,
o p" P (x)=23...(n=1b, ,, p"(x,)=23..nb,

Esto nos indica que cada coeficiente b; es de la forma:

)
p -2 )
J ]
J!
y el polinomio resulta con la expresion:

ﬂwﬁ@_%Y+m+pr%)
(n—1)!

P(x) = p(xg) + p'(xg)-(x = xp) +
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Polinomios de Taylor:
Sea f: (a,b) & R una funcion n-veces derivable (neN) y xqe(a,b).

Se define el Polinomio de Taylor de la funcidén f(x) hasta el orden n y centrado en
Xo, por la expresion

n (k)
S R )

En consonancia se define la diferencia entre una funcion f(x) y su polinomio de
Taylor como el resto de Taylor hasta el orden n y centrado en el punto xg:

7, (f5x0)(x) = f (%) =T, (f, X0 )(x)

Usaremos la notacion 7, (f)(x) y r,(f)(x) si el punto x, es el origen. O sea:

Si x¢=0 es

=300 nw =110 = - 3O
Propiedades:
1) T, (f,x,)x)=T,(f, xo)(x)Jrf(("i)l()!)( Ly

- Trivialmente.
2) T,(f,x)) (x) =T,(f",x,)(x)

- Veamos un razonamiento:

Y (x)

Puesto que es T,(f,x,)"(x) = Z (k-1)!

tendra:

(x—x,)"", si llamamos j=k-1, se

n_ £+ n "/
7= 3 By = S ) = (7 x)

Proposicion:

Si f: (a,b) > R es n-veces derivable (neN) y xqe (a,b), entonces:
1 (f5x0)(xX) =T, (f, %) )(x) € O(x — x, )"

0 sea, es, al tender x 2>Xq:

f@-L,(fx)@

(x=x,)"
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Demostracion:

Bastara aplicar la regla de L'HOpital reiteradamente:

fO-T,( 5@ S O-To 5@ S @ -Tx)w)

(x—x,)" n(x—x,)"" nl.(x—x,)

Y, por definicién de Polinomio de Taylor es:

1 (n=1) \ (k)
RO = 3 Dy
S U0 (o DR ST H S ) )

por tanto, al sustituir, se tiene:

fO-T,(f3)) SO =T,(fx)®)

(x—x,)" n(x—x,)"" nl.(x—x,)

A R A GO R A COYC e WA €O R A

X=X, XX,

BARC S (AR CN

~"(x) >0

ya que, por definicion de derivada, es:

SO = ()

X=X,

— f"(x,) cuando x - x,
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Algunos ejemplos de desarrollos de Taylor:

Veamos los desarrollos de Taylor de algunas funciones elementales:

a) Desarrollo de f(x)=€* en x,=0:

Derivadas sucesivas:

fl)=e, f'(x)=e", ., [7(x)=¢e"

Desarrollo para x=xp:

(k)
T, (f 1 x)(x) = Zf W(x G g

xo

(x=x)"
k=0 k' 0
Desarrollo en el origen (x=0):
TN =3 (-0f =3 Lp e T
n pr k' i k' 2 6 n'

b) Desarrollo de f(x)=Ln(x+1) en x,=0:

Derivadas sucesivas:

f(xy) = Ln(l+x,), f'(xo)=ﬁaf"(xo)=ﬁ..., f(n)(XO)=(_1)n+1.(§:l__xl))!”

Desarrollo para x=xp:

2, (1) (k=D)L + 1) e (=D, ) .
S B S e L e

Desarrollo en el origen (x=0):

T,(f,x)(x) =
‘ — k! ~  k 2 3

¢) Desarrollo de f(x)=sen(x) en x,=0:

Derivadas sucesivas:

f(x,)=sen(x,), f'(x,)=cos(x,)=sen(x, + %), S"(x,) =cos(x, + %) = sen(x, + 2%),...

/4 Vd
o 7 (x,) = cos(x, +(n— 1)5) = sen(x, + nE)
Desarrollo para x=xg:
Vd
® . sen(x, +n—)
f o) ‘

(x_xo)k = Z—(x_xo)k

T,(f:%)(x) = Z > ——

Desarrollo en el origen (x=0):
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; Sen(0+n£) n sen(nﬁ)

T,()x)=),

pry k o K
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Aplicaciones al estudio de la convexidad:

Se dice que una funcion f: (a,b) & R, derivable, es convexa si el grafo de la funcién
pertenece a todos los semiplanos superiores definidos por sus tangentes en dicho
intervalo (a,b).

Se define simétricamente la concavidad por el hecho de el grafo pertenezca a todos
los semiplanos inferiores que definen las rectas tangentes en (a,b).

Es inmediato que f(x) es convexa (globalmente) en el intervalo (a,b) sii es convexa
localmente en todo punto xge(a,b). Lo mismo ocurre con la concavidad.

las tangentes en los puntos
interiores de (a,b), dejan la

las tangentes en los puntos
interiores de (a,b), dejan la

. A =
y curva en los semiplanos ] curva en los semiplanos
superinres inferiores i
-
=
- -
-
-
- e
o /'—f(:o
= -
- - -
-
- X a b X

convexa en (a;b) concava en (a,b)

Asi, pues, sies y— f(x,)= f"'(x,).(x—x,) la recta tangente a f(x) en x, € (a,D), se
tiene que:

- Si f(x)—y>0,Vxe(a,b), f(x) es convexa en (a,b).
- Si f(x)—y<0,Vx e (a,b), f(x) es cdncava en (a,b).

Proposicion:

Si la funcion f: (a,b) > R es 2-veces derivable en xpe(a,b), entonces, se tiene que
f(x) es convexa en Xg si f’(x0)>0, 0 concava en Xg si f”(Xg)<0.

Demostracion:

Consideremos el desarrollo de Taylor de f(x) hasta el orden 2, y la recta tangente

en Xp:
S"(%0)
2

)= f )+ ()X = x) + (r=x)" +7,(f,%,)(x),

y :f(xo)"'f'(xo)(x_xo)
Se tiene, al restar ambas expresiones:

-y =L () () = (x—xof-{f"(x‘)) RAGENC)

2 (x—x,)’

2
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7, (f'5%)(¥)

y siendo
(x— x0)2

— 0, se tienen las dos alternativas:

- Sies f"(x,)>0= f(x)—y>0= f(x)convexa en X.

- Sies f"(x,)<0= f(x)—y<0= f(x)cdncava en Xo.

convexa en X concava en Hp

Corolario:

Si es f(x) 3-veces derivable en xge(a,b), se cumple que si f(xp)=0, y es f"'(xq)>0,
la funcion es cdéncava a la izquierda y convexa a la derecha de xq, vV,
simétricamente, si es f"(x0)=0, y es f"’(x¢)>0, la funciéon es convexa a la izquierda
y céncava a la derecha de x,.

Para probar esto bastard aqui el desarrollo de Taylor de f(x) hasta el orden 3, y la
recta tangente en Xxg:

J(xX)=f(xg)+ f'(x).(x—xp) +—= f”'( Xy)

Y= 1)+ 1 (x)(x = x,)

(x— xo) +75(f,%0)(%),

Restamos también ahora ambas expresiones:

f()-y= fm( ")(x %) 41, (fox,)(x) = (x - x,). f"'(xo) 1y (f%)(x)

(x— X0)3

1 (f5%,)(x)

y siendo 3

— 0, se tienen las dos alternativas:
(x_xo)

) six<x, = f(x)—y<0= concava N
- Sies f""(x,)>0=>4 . > la funcion es
six>x, = f(x)—y>0= convexa

concava a la izquierda y convexa a la derecha de x,. Es decir, en Xy hay un
punto de inflexion concavo -convexo
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_ six <xy, = f(x)—y>0= convexa N
- Sies f"(x,)<0=>19 . > la funcion es
six>x, = f(x)—y<0= concava

convexa a la izquierda y céncava a la derecha de xq. Es decir, en xo hay un
punto de inflexidon convexo-céncavo.

y=f{x) y=1(x}

Punto de inflexion

Pupto de inflexidn I
T convexo-cincavo

cCojcavo-convexo

e
&5
x'il'
e
]
:‘:w

Generalizacion:
Sea f(x) suficientemente derivable en xqpe(a,b).

Si la primera derivada que no se anula, fY(x,), es de orden par, la curva es cdncava
(si fM(x0)>0), o0 convexa (si fV(x0)<0).

Si la primera derivada que no se anula, fY(xo), es de orden impar, la curva tiene un

punto de inflexién , que serd cédncavo-convexo (si f(xq)>0), o convexo-coéncavo (si
f(x0)<0).
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Aplicacion a la determinacion de extremos relativos:

Sabemos que los puntos que anulan a las primeras derivadas de una funciéon f(x),
lo suficientemente derivable, podemos estudiar la existencia de extremos relativos
y de puntos de inflexion en su grafica.

Si la primera derivada es cero, f'(xq)=0, esto nos indica que la tangente es
horizontal, y por tanto puede existir en el punto un maximo (si la funciéon es
concava), un minimo (si la funcidén es convexa), o bien, un punto de inflexion con la
tangente horizontal.

Esto es, sabemos que si:

0=f'(x)= /" () == fO(5)s f () £ 0

Se cumple que:

I) Si n es impar, entonces la primera derivada que no se anula es f("*1)(x),
de orden par, por lo que f(x) tiene un extremo relativo en xg, que sera

méaximo si es £ (x,) <0 y serd minimo si " (x,)>0.

II) Si n es par, entonces la primera derivada que no se anula es f""V(x), de
orden impar, f(x) tiene en xo un punto de inflexidon (no hay extremo).

Esto nos hace plantearnos la siguiente pregunta: éexiste alguna funcidn no
constante infinitamente derivable tal que todas sus derivadas se anulan en un
punto dado?. La proposicion siguiente contesta afirmativamente.

1
_— . TE e : .
Proposicién: La funcién f(x)=e * es infinitamente derivable y sus derivadas son
nulas en el origen.

Veamos, pues, que £ (0)=0,Vne N
En efecto:
Trivialmente, pues siempre, la derivada de un orden cualquiera sera el producto de

la exponencial por otro funcién, y la exponencial siempre es cero en el origen, luego

las infinitas derivadas de esta funcién se anulan en el origen.
1

f@=e* = @)= fx)g.(x)= (0)= £(0).g,(0)=0.g,(0)=0
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Caracter infinitesimal del resto. Aplicacion a la determinacion de
infinitésimos equivalentes:

1. Caracter infinitesimal del resto:

Si la funcién f(x) y sus derivadas sucesivas f'(x), f(x), ..., f"*(x) estdn definidas
en [Xq, X] se verifica que

AVEN I

(x=x,)"

lim

X=X,

Demostracion:

De ser 7,(f,x,)(x) = f(x)— ka)(%)(x—xo)k

Y su valor y el de sus derivadas sucesivas en x=Xp:

(%)) = (%) = f(x) =0

n (k)
(o)) = f1(x) —Z%(x—xo)k -

) O 5 (")("0) ~0

Por lo que, aplicando la Regla de L "Hoépital:

i %) e B )@ e )

x—x,)" nx—x )" n!
X = X, (r=x) X = X, (r=x) X = X,

2. Aplicacién a la determinacién de infinitésimos equivalentes:

Mediante un Desarrollo de Taylor de orden minimo, generalmente de orden 1 o de
orden 2, puede obtener la equivalencia de los limites de algunas expresiones
sencillas. Veamos algunos ejemplos:

e —1

X

1) -1

Demostracion usando el desarrollo de Taylor de orden 1, en xq=0:

e > f0)+ f'(0).(x-0)=e" > 1+lx=1+x
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O sea:

yy LGre) |
X

Demostraciéon usando el desarrollo de Taylor de orden 1, en xo=0:

Lu(x+1) = £(0)+ £'(0).(x—0) > O+ﬁ(x—0) S

Por tanto:
L +1
Ln(x+D)
X
3) senx _)1
X

Demostraciéon usando el desarrollo de Taylor de orden 1, en xo=0:

senx = f(0)+ f'(0)(x —0) > sen(0) +cos(0).(x—0) > 0+1x=x

Por lo cual:
senx
-1
X
coS 1
4) lx 1
2

Demostracion usando el desarrollo de Taylor de orden 2, en xq=0:

cosx = £(0)+ f'(0).(x - 0)+f © )(x 0)? = cos(0) — sen(0).(x — 0) + COS(0)( _0)? =
S SN
2 2
En definitiva:
cosx—1
: |
2
5) senx; 1 1
/3

Demostracion usando el desarrollo de Taylor de orden 3, en xq=0:

sen( cosO

(x=0)" -

senx — sen0+cos0.(x —0) — ( -0 =0+1.(x— 0)——(x 0)’

por tanto:
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1 senx —1
SeNnX — X = X, = —-->1

L

3!

2
ex—l—x—x—'
T

x

El
Demostracién usando el desarrollo de Taylor de orden 3, en xg=0:

0 0 2 3

e’ —)eo+e0.(x—0)+e—(x—0)2%re—(x—O)3 ENPAS FE
2! 3! 2 3
Y de ahi que sea:

SEVILLA, 2004
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Teorema de Taylor. Las formas del resto:

Sea el desarrollo de Taylor hasta el orden n:

n (k)
=YL ) e ()

y consideremos toda la expresion en funcién de x,. Por simplicidad, llamemos al
resto con s(x,)=r,(f,x,)(x). Si derivamos con respecto a x, tenemos:

df (x) _ < f(k+l)(xo) N f(k)(xo) RN = '
dx, = ; R (x—x,) x k(x—x,) +5'(x0)

por tanto, al simplificar:

0= (x—x,)" +5'(x) = s'(x,) = (x—2x,)"

S ()
n!

£ (x,)
n!

Con esta expresion de la derivada podemos determinar algunas formas para el
resto del desarrollo de Taylor.

i. La expresion de Cauchy del Resto:

Si aplicamos el teorema del valor medio de Lagrange a la funcion s(xg), se tiene:

3¢ € o) )

Xo
Yy COMO €s:
s(x)=7,(f,x)(x) =0
(n+1)
-1 Eu-gy
queda:
_ (n+1) (n+1)
0 S(XO):f '(é:)(x_é:)n :)S(.XO):f '(é:)(x_f)”(x_xo)
X—X, n! n!

Quedando, por consiguiente:

VA3

T (=9 (rmxg), (con £ (xpx)

(Forma de Cauchy del resto)

7, (5% )(x) =

ii. La expresion de Lagrange del resto:

Llamando aqui también s(x,)=r,(f,x,)(x), y considerando la derivada hallada

~ f(n+1) (x())
n!

antes f'(x,)= (x—x,)", aplicamos el Teorema del valor medio de

Cauchy a las funciones
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s(xg) =r,(f,x,)(x) g(xo):(x_xo)n+1

se tiene:
s(0)=5(x) _ 8'(S)
g(x)—g(x,) g'()

3¢ e (x,,x)/

y siendo s(x)=r,(f,x)(x)=0, g(x)=(x—x)"" =0, resulta:

I
~s(5,) _ AR A &)

~g(x,) (n+D@—§Y =Ty TR

Y queda, definitivamente:

(n+1)
(o)) =L () (con £ e (xy,0))
(n+1)!

(Forma de Lagrange del resto)

iii. Una expresién integral para el resto:

Si la funciéon £V (x) es integrable, y haciendo nuevamente s(x,)=r,(f,x,)(x),
se tiene:

[ (é)

(x=¢)"dg

(n+1)
L Oy = st = [

o

500~ sx) = [ (g = [ -

Asi, pues, se tiene la expresion:

(n+1)
o) = [L gy

R0

(Forma integral del resto)

iv. El criterio de Schoélomich:

Consideremos de nuevo la funcién s(x,)=7r(f,x,)(x) y la funcién
g(xg)=(x—x,)", peR’
Se tiene, pues, que:
nl
Py =L ey
g'(xy) = —p(x—x,)""

y aplicamos el Teorema del valor medio de Cauchy a ambas funciones:

SEVILLA, 2004 16
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SN
S0 =500) _$@) _ =sC) o 9

g(x)-g(x,) €@  —glx,)  —px=&)r

3¢ e (x,,x)/

y, al despejar Xo:

(n+1)
)@= ey i xy ge(rn
p.n!

(Férmula de Scholémilch)

En resumen:

Desarrollo de Taylor con resto de Cauchy:

S (xy) f('“')(é)

T (x—xo)k+

J(x) = Z (x=8)"(x=x)) & e(x),¥)

Desarrollo de Taylor con resto de Lagrange:

(k) (n+1)
£ = Zf ) xo>+’; l(f,)( Y

Desarrollo de Taylor con resto integral:

(k)
zf (x ) (= &) dE

xo)k +

X (n+1)
- e

Desarrollo de Taylor con resto de Scholomilch:

n (k) (n+1)
f(X)ZZM(X—xo)k+%(X-§)”"”l(x—xo)p £ € (xp.)

k!

SEVILLA, 2004
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Aplicacion a la demostracion de la irracionalidad del namero e:

Puede probarse facilmente mediante el desarrollo de Taylor de la funcién €%, en el

origen, que el niumero e no puede ser racional:

Por una reduccién al absurdo, veamos lo que ocurriria si el nUmero e fuese racional,

esto es, de la forma e=p/q, siendo p y g nUmeros naturales no nulos.

Se tiene, para el desarrollo de la exponencial €* con resto de Lagrange:

2 3 n &
X € n+l

. X X
e =l+x+—+—+. . +—+——x
2 3 nl (n+1)!

donde es & €(0,1), lo cual nos indica que e € (1,e)

Si consideramos el desarrollo anterior para x=1, se tendra:

11 1 e
e=1+l+—4+—+. . +—+——-
2 3 n! (n+1)!
por tanto,si consideramos un n>q:
1
! ! ! 4
(n+Dle=(n+Dia(nr LD DL Dy
3! n! (n+1)!
1
! ! !
:>(n+1)!.e=2.(n+1)!+(n;1)'+(n;l)'+...+(nL'l)'+e§
: n.

y si es e=p/q sera entonces (n+1)!.e e N, pues es n>q, pero esto implicaria que

1

& =(neite-2 e U@ (D
PRyEEIN

Lo cual es imposible, pues e € (1,e).

SEVILLA, 2004
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Determinacién aproximada del namero e:

Desde la formula de Taylor para la funcién exponencial (con resto de Lagrange):

Z e§ (x_x )n+l
(n +1)! 0
o bien, si xo=0:
ex — C lxk + eé xn+1
= k! (n+1)!

y, para obtener el nimero e, bastara hacer x=1:

n ef
—_
o )]

Si pretendemos encontrar un polinomio de Taylor que se aproxime al niumero e
hasta el orden de las centésimas, esto es, de forma que el error cometido al
suprimir el resto sea inferior a una centésima, debemos determinar cuantos
términos tendria dicho polinomio, o bien, hasta que orden habria que hacer el
desarrollo:

é
¢ L 1006 <(ne)
(n+1)! 100

En definitiva, hemos de encontrar n tal que
n!<100.e° < (n+1)!1= n!<100.e < (n+1)!

y como 100e =278,1... , ha de ser n=5, pues n!=120 y (n+1)!=720, que cumplen
la condicidn.

Por tanto, la expresion del nimero e con un error menor que una centésima sera:

R T T S

o 1 2t 31 4 3!

Por analogia, puede determinarse e con cualquier aproximacion.
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