SOBRE LAS VARIEDADES BIDIMENSIONALES
IMMERSAS EN UN ESPACIO EUCLIDIANO ORDINARIO

Por Carmen SANCHEZ DiEZ

1. Subvariedades. Métrica y ecuaciones de descripcién.

2. Variedades bidimensionales clasicas: plano, cilindro y esfera.

1. Subvariedades. Métrica y ecuaciones de descripcion:
1.1. Subvariedades y métrica:

Una variedad es un par constituido por un conjunto de variables y una matriz
métrica.

Dada la variedad de n dimensiones
zn = ({xr }n’(hpq )n)
consideremos una subvariedad de n-1 dimensiones:

L., = ({”k }n—l ) (gij ),,_1 )

La distancia o intervalo, ds, entre dos puntos infinitamente proximos de la
subvariedad puede expresarse tanto en las variables de la subvariedad I, como

en las variables de la variedad 2.,
2 _ —
ds” =g,.du,du, =h, dx,dx,

La subvariedad T, , viene descrita dentro de la variedad > por ecuaciones de la
forma

x, = x,(u,...,u, )
X, = Xy (Upyeenstt, )
x, = x,(U,..u, )



1.2. Equivalencia entre la métrica y las ecuaciones de la variedad:

Conociendo la expresion del intervalo entre dos puntos infinitamente proximos de la
variedad, ds, es posible determinar las ecuaciones que describen la subvariedad

', dentro de la variedad 2., :

gydxdx; =h,du,du, = x, =x, (u,...,u,), r=1,..,n

Asimismo, conociendo las ecuaciones que describen la subvariedad I',_, dentro de la

variedad 2, es posible obtener la expresién del intervalo medido en la subvariedad
y, por consiguiente, la métrica de la subvariedad:

X, =x,(U,..,u,)

) =ds’ =g, du.du,
ds :hpqupdxq} v /

1.3. El caso euclidiano
El caso en el que la variedad de dimension n es un espacio euclidano nos indicaria

que

0 0
0 1 0

Zn = {xla"axn}n’( Pq)nz
0 0 1

y si se trata de un espacio euclidiano tridimensional, las variedades descritas dentro
del mismo seran obviamente bidimensionales:

23 = {xl,xzax3}’(hpq)3 -

g &
T, E({ul,uz}’(gi/)z :(gll gnD
21 2

S o =
S = O
- o O



1.4. Las variedades bidimensionales:

Consideremos una variedad bidimensional, esto es, un conjunto de dos variables
independientes y una métrica de orden 2:

Variables: (vl,vz)

g &n

Métrica: (gij)2 = ¢ g
21 22

Donde las variables pueden ser angulos o longitudes lineales, y la matriz métrica es
en general simétrica.

La curvatura de la variedad depende de
la métrica y de las variables que la definen

La longitud del intervalo infinitesimal entre dos puntos infinitamente préximos viene
dada por

2
ds® = gydvidvj

esa misma longitud infinitesimal, medida en un sistema de coordenadas cartesiano
dentro de un espacio euclidiano tridimensional, se expresaria por:

ds> =dx*> +dy* +dz’
matricialmente se tendria para la variedad:

g1 & |[dv

ds® = (dv,,dv,). .
gy &n)\dv,

y para el espacio euclidiano:



1 0 0)(dx
ds* = (dx,dy,dz){ 0 1 0| dy
0 0 1)\dz

Puesto que la medida del intervalo es la misma en ambos espacios, se tiene que

1 0 0)(dx 4
ds® = (dx,dy,dz){ 0 1 0| dy :(dvl,dvz){gll &1 j( vlj
gy &n)\dv,
0 0 1)\dz

lo cual permitird obtener un conjunto de tres relaciones que caracterizaran la
variedad:

X = f;/ (VI,VZ
2

y =fgv (VI’VZ)
3

Z:fgi]. Vi, v,)

Analogamente, desde el sistema de ecuaciones que describen o caracterizan la

variedad bidimensional dentro del espacio euclidiano podremos obtener la métrica
correspondiente a la variedad.



2. Variedades bidimensionales clasicas: plano, cilindro y esfera:

2.1. La longitud del intervalo y las ecuaciones de la variedad
a) Longitud del intervalo infinitesimal:

La longitud del intervalo infinitesimal, distancia entre dos puntos infinitamente
proximos, se expresa de forma diferente segin la curvatura de la variedad en
donde se mida. Veamos los tres ejemplos mas simples, variedad bidimensional
plana, variedad bidimensional sobre una superficie cilindrica y variedad
bidimensional sobre una superficie esférica.

Para ello aproximamos los lados sobre la direccion de las coordenadas por
longitudes rectilineas habida cuenta del caracter infinitesimal, a fin de hacer el
calculo mediante el Teorema de Pitagoras:

altura

ds

hase
Fi Vi
1I€.2= altura + base

La expresion del cuadrado del intervalo infinitesimal es inmediata en cada variedad:

En la variedad plana: ds® = dx] +dx;
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En la variedad cilindrica:

M
z2

e |

ds> =r’>.de¢’ +dh’

dh

En la variedad esférica:

b
z

|

i

ds’> =r*.cos’ p.d¢’ +r’.do’

r.dg

*:xrr



b) Ecuaciones que describen la variedad:
En la variedad plana (plano de la figura, es decir, coincidiendo con el plano
coordenado X,y):

X =X,
Yy =X
z=0

En la variedad cilindrica (cilindro de radio r, cuyo eje de simetria es coincidente con
el eje z):

dsy/ Jdh

|

X= r.cosg

y= vrseng



En la variedad esférica (esfera de radio r, cuyo centro coincide con el origen del
sistema de referencia tridimensional):

M
z

<)

X = r.cosp.seng
y = r.cos@.cos¢@

z= r.senp

2.2. La equivalencia entre la métrica y las ecuaciones de la variedad:
a) Obtencién de la métrica de la variedad desde las ecuaciones que la describen:

- En la variedad plana:

xX=1x
1 0Y)d
y=x, =ds* =dx’ +dy* +dz* = dx} + dx2 = (dx,, dx, i
0 0 I \dx,
z =

1 0
Matriz métrica de la variedad: (gy.)2 =(0 lj



- En la variedad cilindrica:

X= r.cos¢
y= rseng =ds’ =dx’ +dy’ +dz’ = [d(r.cos¢)]2 + [al(r.sen¢)]2 +dh’ =r’sen’ddg’ +
z= h

> 0)d
+12cos? pde> +dh> = r’.d> +dh® = (d¢,dh)[rl ?j[di]

L . 0
Matriz métrica de la variedad: (gy. )2 = 0 1

- En la variedad esférica:

r.Cos @.seng

X =
y= r.cosp.cosg=>ds’ = [a’(r.cos @.sen (é)]2 + [d(r. COS (.COS ¢)]2 + [d(r.sen (p)]2 =
z= r.seng
= [r.d(cos @).seng +r.cos p.d(sen ¢)]2 + [r.d(cos @).cos @+ r.cos p.d(cos ¢)]2 + [r.d(sen (z))]2 =

= (— rsen@.sen@d.do + r cos ¢ cos ¢.d¢)2 + (— rsen@ cos @.dp — r cos gpsen ¢.d¢)2 + (r. cos (/).d¢))2 =
=r?.cos’ p.dg’ +r’.dp’ =(dg, a’(o{rz cos g OZJLCMJ

0 r° \do
r’.cos’p 0 J

, =

Matriz métrica de la variedad: (gij) —( 0 R
r

b) Obtencién de las ecuaciones de descripcion de la variedad desde la métrica:

- La variedad bidimensional plana:

Longitud del intervalo en la métrica de la variedad bidimensional (sea una variedad
plana perpendicular a uno de los ejes -eje z- del sistema de referencia

tridimensional):
5 1 0} dx 5 5
ds® = (dx,,dx,). =dx; +dx;
0 1)\dx,



Asi, pues, las variables son longitudes lineales y la matriz métrica es la matriz
escalar unitaria:

1 0 _ a, <x, <b
(Vi,v,) =(x),x,) (gi/' )z = 0 1 X, X, longitudes, a, <x,<h
2 X, 50,

Longitud del intervalo en un sistema del espacio tridimensional:

1 0 0)dx
ds* =(dx,dy,dz)| 0 1 0| dy |=dx’+dy* +dz*
00 1)\dz

Puesto que el intervalo es el mismo medido en la variedad que medido en el
espacio tridimensional:

dxl +dx =dx’ +dy’ +dz°
de lo cual, tenemos:

dx} =dx’, dx; =dy’, 0=dz’

Ecuaciones de caracterizacion de la variedad:

dx® =dx]
dy® =dx;
dz* =0

o bien, prescindiendo de constantes de integracién:

X=X
Yy =X
z=0

- La variedad bidimensional cilindrica:
Longitud del intervalo en la métrica de la variedad bidimensional (supongamos una

variedad cilindrica cuyo eje de simetria coincide con el eje z del sistema de
referencia tridimensional)

ds® = (dg, dh){’; ?J@ZJ =r’de’ +dh’

Por consiguiente, las variables son un angulo y una longitud y la matriz métrica es
una matriz diagonal muy simple:
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2

(V1,v,) = (9, h) (gé-, )2 = (ro (1)] @ angulo, h longitud

Longitud del intervalo en un sistema del espacio tridimensional:

1 0 0)\(dx
ds* = (dx, dy, dz). 0 1 0\dy|=dx*+dy’+dz’
0 0 1)\dz

Puesto que el intervalo es el mismo medido en la variedad que medido en el
espacio tridimensional:

rrde’ +dh’ =dx’ +dy +dz’
de lo cual podemos obtener las relaciones que definen la variedad:

r’sen’d.dg’ +r’.cos’ gdg’ +dh’ =dx’ +dy’ +dz’

y se tiene:
dx® = r* sen’¢.dp* =[d(r.cos )
dy* =r*.cos’ p.d¢* =[d(rseng)[
dz* = dn’
por tanto:
X=r.cos¢@
y=r.sengd
z=h

- La variedad bidimensional esférica:

Longitud del intervalo en la métrica de la variedad bidimensional (supongamos una
variedad esférica centrada en el origen del sistema de referencia tridimensional)

2. 2 d
ds® = (dg, d(p).[r Cgs 4 Ozj{d"j} = r%.cos’ p.dg* + 1’ dg’
r* \do

Por consiguiente, las variables son dos angulos y la matriz métrica es también muy
sencilla:

r’.cos’p 0

0 2] @, p angulos
r

v,v,) =(,9) (gy-)2 =(
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Igualando intervalos:
r’.cos’ pd¢® +r>de’ =dx’ +dy* +dz’
y siendo:

r*.cos’ p.dg® +r>de’ =r’.cos’ p.dg’ +r’(sen’p+cos’ @)dp’ =
=r’sen’@.dp’ +r’.cos’ p.dp’ +r’.cos’ p.dg’ =
=r’sen’@.(sen’ ¢+ cos’ @)dp” +r>.cos’ p.dp’ +r’.cos’ p.(sen’d+cos’ p)dg’ =
= risen’@.sen’gdp® + r’sen’p.cos® gdo® +r’.cos’ p.dp® +r*.cos’ p.sen’ddg® +
+7%.cos’ p.cos’ gdgp® =
=r’sen’p.sen’gdp’ + 1> .cos’ p.cos’ gdg’ — 2r.seng.cosp.send.cos g.dpdg +
+r’sen’@.cos’ gdp® +r”.cos’ p.sen’ gdg® + 2r.seng.cos .seng.cos p.dodp +
+7%.cos’ p.dp’ = (r.cosp.cos gdg — r.senp.sengdp)’ + (r.senp.cos gdp + r.cosp.sengdp)’ +
+7%.cos’ pdop’ = [d(r.cos go.sen¢)]2 + [d(r.COS(pcos gﬁ)]2 + [d(r.sen(p)]2
Se tiene, al identificar:

dx = d(r.cos gseng)

dy =d(r.cos@pcos @)

dz =d(r.seng)

X =r.cos gseng
Y =7r.cOS@CoS P

z=r.seny

Documentacion:
http://personales.ya.com/casanchi/mat/difabsoluto01.htm, Carlos S. Chinea
http://personales.ya.com/casanchi/mat/difabsoluto02.htm Carlos S. Chinea

Carmen SANCHEZ DIEZ
titakrmen@hotmail.com

12



